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1. Introduccion

Las Ecuaciones Primitivas para el océano son un sistema de EDP no lineales que pretenden
modelar la circulacién del océano. Este sistema se compone esencialmente de las ecuaciones de
Navier-Stokes para un fluido 3D incompresible y en rotacién, sujetas a las hipdtesis simplificadoras
de Boussinesq, capa delgada e hidrostaticidad, acopladas a las ecuaciones de adveccion-difusién
para salinidad y temperatura, junto con una ecuacién de estado para la densidad.

Las grandes dificultades numéricas que presentan este tipo de modelos son los términos de ad-
veccién (términos no lineales), la divergencia nula del fluido que estamos tratando (que se desprende
de la incompresibilidad del océano), y desde un punto de vista computacional, la tridimensionalidad
del problema (que puede incrementar prohibitivamente el nimero de grados de libertad).

Combinando el método de elementos finitos de alto orden con un esquema semilagrangiano,
podemos discretizar los términos advectivos de las ecuaciones sin necesidad de restringir el paso
temporal por problemas de estabilidad. En concreto, en este trabajo se presentan algunos resultados
con pasos temporales de un orden 10 veces superior al utilizado hoy dia en modelos de estudios
oceanograficos [4].

El problema de la divergencia nula se estudia utilizando un algoritmo de gradiente conjugado
para la presién [2]. Si bien este tipo de esquemas puede resultar poco atractivo desde el punto
de vista computacional para problemas 3D, mostramos que en este modelo se puede hacer una
formulaciéon en dimension dos, gracias a la hipdtesis de hidrostaticidad, que hace competitivo el
esquema propuesto.

Por 1ltimo, la tridimensionalidad del problema, que es esencial para estudios climaticos y
meteoroldgicos, se resuelve mediante la utilizaciéon de técnicas de paralelizacién computacional.
Para ello, la idea principal consiste en realizar un cambio de variable, llamado o coordinate, [3], [4],
que convierte el dominio de estudio en un cilindro. Esto permite la resolucién de ciertos problemas
3D de tipo eliptico paralelizando mediante capas horizontales, lo que permite un gran ahorro en
tiempo de célculo.

2. Las Ecuaciones Primitivas del Océano

El estudio de las corrientes dominantes que se producen en los océanos se modelan, como
cualquier otro fluido, mediante las ecuaciones de Navier-Stokes. En el caso particular del océano,
es bien conocido que las diferencias de densidad entre ciertas regiones, producen movimientos
importantes para el estudio de este fluido. Por ello, las ecuaciones de Navier-Stokes van acopladas
a sendas ecuaciones de transporte-difusion para dos variables clave en la dindmica de los océanos:
la temperatura y la salinidad. Estrictamente hablando, la temperatura y la salinidad influyen
tnicamente en la densidad del fluido; y es precisamente la diferencia de densidad entre regiones, la
que puede producir movimiento en el fluido. Mas concretamente, las ecuaciones de estudio pueden



presentarse sobre un dominio D C R? y con un sistema de referencia cartesiano, de la siguiente
manera (una vez realizada la aproximacién de Boussinesq, [4]):
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donde @ = (u,v,w) es la velocidad del fluido es sus tres componentes espaciales, p es la presién, T
la temperatura, S la salinidad y p la densidad del fluido (que esté relacionada con T', S y p mediante
la ecuacién de estado, [9]); § = (0,0, —g) es la aceleracién debida a la fuerza de la gravedad, y
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siendo Q C R? la superficie del océano y H : Q — R la funcién que describe la profundidad del
océano.

El tratamiento numérico de las ecuaciones (1) se convierte en un problema muy complejo debido
a varios factores. Por ello, se realizan las siguientes simplificaciones.

2.1. La aproximacion hidrostatica

Quizds la principal aproximacién que suele utilizarse para abordar las ecuaciones (1) es la
aproximacion hidrostatica. Esta se basa principalmente en la hipétesis de capa delgada del dominio
D, esto es, H < L, donde H es la longitud vertical caracteristica del dominio y L la horizontal.
Mediante un estudio asintético, la ecuacién que involucra a la componente vertical de la velocidad
w,
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(ver [8]).

Ademas, las variaciones de la densidad son pequenas en comparacién con un valor promedio
po- Por ello, bajo las hipétesis de Boussinesq (ver [4]), los términos horizontales del gradiente se
pueden aproximar por
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2.2. Las constantes de difusion

Debido también a la diferencia de escalas horizontales y verticales, las constantes de difusién en
(1) se pueden separar en horizontal y vertical, y ademds suponerlas constantes en cada direccién.
Asi, las constantes de difusién se pueden expresar de la siguiente manera:

A, 0 0 k, 0 0
A= 0 A, 0 vy k=| 0 ky 0
0 0 A, 0 0 ky

De esta forma los términos difusivos en (1) quedan:
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(andlogamente para u,v,.S).



2.3. Condiciones de Contorno

Completando las ecuaciones (1), se consideran las siguientes condiciones de contorno para la
velocidad @ y para la temperatura y salinidad 7"y S
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donde Ty UT; UT}, = 9D (T corresponde con la superficie del océano, T, el fondo ocednico y T
las fronteras laterales que cierran el dominio), 7 = (71, 72) son los esfuerzos del viento que actian
sobre la superficie del océano, T4 la temperatura del aire y ap una constante.

Obsérvese que con estas condiciones de contorno, el dominio se supone cerrado (es decir, no
existe entrada ni salida de masas de agua), y que no existe transferencia de calor ni de salinidad

salvo en la superficie del océano.

Con todas estas simplificaciones, las ecuaciones (1) quedan de la siguiente forma:
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junto con las condiciones de contorno (3).

3. Tratamiento numérico del problema

Para tratar numéricamente las ecuaciones (4), los puntos sobre los que centrar la atencién son:
(i) esquema de discretizacién temporal, (ii) discretizacién temporal de términos convectivos, (iii)
discretizacion espacial, y (iv) tratamiento de la presién.

(1) Esquema de discretizacion temporal: Esquema tipo BDF de orden 2 implicito para todos los
términos, salvo para el término de Coriolis, que sera explicito a fin de conservar la simetria
del operador a invertir (ver [6] para detalles).

(11) Discretizacion temporal de términos convectivos: Esquema semilagrangiano (ver [1] y sus
referencias), con objeto de no tener que restringir el paso temporal por inestabilidades de
tipo no-lineal.

(1) Discretizacion espacial: Con idea de utilizar elementos finitos de alto orden y poder paralelizar
el c6digo, el dominio D se transforma en D = {(I,y,z) ER3: (1) €Qy —1<2z< O}.
Una vez planteadas las ecuaciones en 15, la discretizacién de alto orden se realiza mediante
elementos cuadrangulares en la superficie, y capas verticales que forman cilindros de base
cuadrangular. Las funciones base en cada elemento quedan de la siguiente forma:
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donde ¢; corresponde a una funcién base bidimensional con funciones de Lobatto, y ¢; a
funciones base en dimensién uno con polinomios de Lagrange sobre puntos del tipo Gauss-
Lobatto-Chebyshev (ver [7], por ejemplo). De esta forma el modelo numérico podré presentar
discretizaciones con ordenes distintos en la horizontal y el la vertical. Ademads, este tipo de
discretizacién presenta la peculiaridad de que puede ser paralelizado facilmente debido a que
todas las matrices presentan una descomposicién tensorial.

(tv) Tratamiento de la presidn: Gracias a la aproximacién hidrostética (2),
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es decir, para calcular p basta con calcular la variable bidimensional pj.

Una vez realizada la tranformacién de D en D, (1), y la reduccién de la dimesién de la variable
p, (1v), las ecuaciones (4) quedan de la siguiente forma:
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siendo @, = (u,v). Utilizando las discretizaciones temporales (1) y (1), el esquema numérico para
u queda de las siguiente manera:
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(de forma andloga obtendriamos la discretizacién para Ty S).

Para resolver el problema (5), primero definimos las variables 4" *! y 9"+ como
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e integrando sobre la vertical en (5),
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con G"*! el lado derecho que se obtiene al hacer la integracién en la vertical.

Una vez calculada la presién p?*! (mediante un gradiente conjugado, [2]), calculamos @} !

resolviendo un problema eliptico en (5). Por tltimo, calculamos w™*?! utilizando la condicién de
divergencia nula para la velocidad.

De forma esquemadtica, en cada paso de tiempo se resuelven los siguientes problemas:



Figura 1: Promedio sobre la vertical de las velocidades horizontales después de un mes de integracién
numérica.

1. Calculamos T"*! y S"*1 (problema eliptico 3D).

2. Calculamos p"*! mediante la ecuacién de estado.

w

. Resolvemos (6) para obtener ps (problema de Stokes 2D).

W

. Resolvemos (5) para calcular @"*! (problema eliptico 3D).

Obsérvese que las mayores dificultades desde el punto de vista computacional vienen a la hora
de resolver los problemas para las variables tridimensionales. Sin embargo, debido a (I11) estos
problemas se pueden paralelizar por niveles, lo que permite un gran ahorro en tiempo de céalculo.

4. Una aplicacion al Mar Mediterraneo

Como ejemplo de aplicacién del modelo propuesto, se elige una aplicacién al Mar Mediterraneo
considerando densidad constante, es decir, sin considerar en el modelo las variables Ty S. Para ello,
el dominio que se toma corresponde con el Mar Mediterraneo occidental, incluyendo una pequena
region al oeste del estrecho de Gibraltar, y cerrado en Sicilia.

Los esfuerzos de viento considerados son los calculados en [5], vientos utilizados para estudios
climatoldgicos. Ademas, la batimetria utilizada es realista, obtenida de la base de datos ETOPO5.

Las discretizaciones utilizadas pasan por polinomios de orden dos en la horizontal y polinomios
de orden seis en la vertical. La discretizacion se realiza mallando la superficie del océano mediante
elementos cuadrangulares (con 38980 grados de libertad, Ax ~ 5 km) para formar elementos 3D
cilindricos con base los elementos cuadrangulares, en un total de 30 capas. En total, el ntimero
de grados de libertad para cada variable tridimensional es de 1208380. El paso temporal es de 3
horas, lo que mejora notablemente los modelos convencionales (que utilizan pasos temporales del
orden de 10 — 15 min.).

En la Figura 1 mostramos el promedio en la vertical de las velocidades horizontales que se
obtiene después de un mes de integracién numérica. En la figura se observa como las corrientes
principales existentes en esta regién del Mediterrdneo se reproducen perfectamente (corriente oeste-
este en el sur del dominio, junto con una recirculacion en el sentido contrario a las agujas del reloj en
el dominio). Sin embargo, algunos de los vortices que se obtienen no son suficientemente realistas,
debido a que se esta considerando una densidad constante y a que no hemos tenido en cuenta la
entrada de masas de agua provenientes del Océano Atlantico a través del estrecho.
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