ALGUNAS APLICACIONES
de la
TRANSFORMADA DE FOURIER

en

INGENIERIA ELECTRICA

1.— Definiciones y resultados basicos.

2.— Analisis numérico de Fourier: La DFT.
3.— Aplicaciones en el procesamiento digital de senales.
4.— Aplicaciones en la teorias de estabilidad y control.

5.— Representacion espectral de procesos estocasticos
estacionarios.



Nocién ingenieril de sistema dinamico

e En matematicas, usualmente la teoria de sistemas dindamicos se refiere a problemas
relacionados con sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, por ejemplo la exis-
tencia y estabilidad de puntos de equilibrio o ciclos limites.

e En ingenieria eléctrica (teoria de circuitos eléctricos, teoria de control, procesamiento
digital de senales, etc.) la nocién de sistema se corresponde mds bien con la un
operador que transforma senales (sucesiones, funciones, distribuciones, procesos es-
tocasticos, etc. ) entendiendo con esto que expresa la relacion entre ciertas variables
llamadas de salida del sistema con otras que se denominan variables de entrada al
mismo
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e Un esquema muy utilizado para representar un sistema es un grafico de ”caja negra”
como el de la figura.
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El circuito R-L

e Esquema e Ecuacion diferencial
* L
u() vy 0

di(t)
dt

+ Ri(t) = u(t)

e Expresion de la intensidad cuando el circuito se cierra en t = tg

1 t
i(t)zf/e—%(t—%(ﬂ dr, t>ty; i(t)=0, t<tg
to

e Expresion alternativa

— O

i(t) = f+oo h(t—7)u(r) dr, h(t) == %exp (—%t> sit>0
0



Sistemas definidos por operadores de convolucion

e Operador de convolucién: S : U4 — Y

e Propiedades: S es un sistema lineal
S(Muﬂﬂ4ahuﬂﬂ):aMS(udﬂ)+AmSG@ﬁU

y estacionario

S@M+TD:(&MNHJU

e Resultado: Usando un teorema de Schwartz de la teoria de distribuciones, se puede
demostrar que si un sistema lineal y estacionario es continuo, lo que significa que
(introduciendo determinadas nociones de convergencia en U e Y) se cumple que

Up — U —> S (up) — S(u)

necesariamente viene representado por un operador de convolucién



La ”funciéon” delta

e Definicion usual en ingenieria.

+0o0
5(t)=0 t#0, ] 5(8)p(t) dt = £(0)

— 00
e Aproximacion de la delta mediante una sucesién de pulsos
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Respuesta impulsional de un sistema

e Definicion: salida del sistema cuando la entrada es la funcion delta

+o0o
/ h(t — 7)6(r) dr = h(?)

oo

e Resultado: La salida del sistema es la convolucion de la entrada del sistema con la
respuesta impulsional del mismo.

e Observacién: La respuesta impulsional es la derivada de la respuesta ante un escalén
de Heaviside (respuesta indicial)

1 si t>0
u(t) =
0 si t<0



Sistemas dinamicos estables

e Estabilidad BIBO (Bounded Input — Bounded Output)

entrada acotada == salida acotada

e Caracterizacion de los sistemas estables: si y sélo si

+oo
/ |h(t)| dt < oo

— 00

e Comprobaciéon de la suficiencia

lu(t)| < M

f

+0o0
< / h(t — 7)u(r)| dr

f_ j h(t — T)u(r) dr




Idea basica del andlisis arménico (Norbert Wiener)

e Hipdtesis: S es un sistema lineal, estacionario y estable (admite las sinusoides como
senales de entrada).

e Propiedad fundamental: La sefial e/“? es un vector propio del operador

u(t) =t = y(t) =8 () = g(w)e’!

e Comprobacion:

gt +T) =S (ejw(t—l—T)) _S (ejwteij) _ putg (ej“JT) — G(w, T)ei™



Obtencion de la salida con la respuesta frecuencial

e Representacién polar de la respuesta frecuencial: g(w) = A(w)e/®«)
S (ejwt) _ A(w)ej [wt—l-qf)(w)]
e Obtencion de la salida de un sistema a partir de un analisis frecuencial de la entrada
( y(t) = S( Z C’kej“”‘“t)
k
= Z CkS(ejwkt)
k

— Z CrA (wy) el lwrt+o(wi)]
k

L

u(t) = ZCkejwkt —
k

e Generalizacién (para sistemas continuos)

+00 Foo
u(t) = Clw)e“dw =  y(t)= C(w)A(w)el el g,

— 00 — 00



Anadlisis de Fourier
e Idea: Descomponer la senal como una ”agregacion” de sinusoides.

e Funciones periddicas: Series de Fourier

fiR—C,  ft+P) =f(), Q=2
P . |
Cn(f) = ﬁ fo @_Jthf(t) dt, neZ S f(t) — Z Cn(f)ejnﬂt

e Funciones aperiddicas: Transformada de Fourier

. +0o0 ) 1 Too )
ﬂmzf At = f) == [ fw)e de
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Respuesta frecuencial y respuesta impulsional

e Relacion general entrada—salida en sistemas estables

y(t)

= / Tt - () dr

— 0O

siendo la respuesta impulsional h(¢) absolutamente integrable.

e Salida del sistema con una entrada ”sinusoidal”

L

( +o0
y(t) = / h(t — 7)eiT dr

— Qo0

+00 _
_ f h(6)e 0 dg

— 0

. +m
— pJw(t /
\ — 00

(@=t—r1)

e (0 df = h(w)el™!

e Conclusién: La respuesta frecuencial es la T.F. de la respuesta impulsional.



Respuesta frecuencial del circuito R—L

e Respuesta impulsional:

R oo | (i)t g1 17
h(w) = l/ e~ (E+iw)t gy — _le ; : dt = #
L 0 L T + Jw 0 R +juJL
e Observaciones:
Alw) = ! es una funcién par
o VRZ ¥ 212
wlL

¢(w) = arctg 5 ¢suna funcién impar



Respuesta frecuencial de un sistema real

e Sistemas reales:

A(—w) = Aw)

o) = A =
P(—w) = —P(w)
e Resultado basico: Si la senal de entrada a un sistema lineal, estacionario y estable es
una sinusoide, su salida es una sinusoide de igual frecuencia, amplificada y desfasada
en magnitudes que dependen de la frecuencia.

y(t) = 2 [h(w)e??! — h(—w)e 7]
wt _ —jwt
u(t) = senwt = ¢ : ¢ SN 4 &) (“’t+¢(“’)) — e (“’t+¢(“))
72 = A(w .
72
\ = A(w) sen (wt + qb(uJ))




Diagramas de Bode

e Respuesta frecuencial: |
h(w) = A(w)el?)

e Diagrama de Bode de la ganancia: representacion en escala doblemente logaritmica
de la ganancia en decibelios como funcion de la frecuencia.

log,gw — 20 log;y A(w)

e Diagrama de Bode de la fase: representacién en escala semilogaritmica de la fase
(medida en grados sexagesimales) en funcién de la frecuencia.

1
logqw — —80 X p(w)
T
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Diagrama de Bode de un circuito R-L (R=0.1, L=1)
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Teorema de convolucion

e Enunciado: La transformada de Fourier de la convolucion de dos funciones es el pro-
ducto de las transformadas de Fourier de las funciones.

e Comprobacion:

400
y(t) = f h(t — Tyu(r) dr

+o0 1 +o0 .
:/ h(t — ) [—/ u(w)e’” dw] dr
1 +o0 +oo R
i {/ e’“Th(t — T) d'r] t(w)dw ; = Yw)=nhwuw)
1 +oo +oo '
=5 elwt { / e 7N (0) d6’] u(w) dw
I
= 5= e/ h(w)t(w) dw

— 00 y.



Respuesta frecuencial de un sistema diferencial

e Sistema diferencial: relacién entrada-salida definida a partir de dos polinomios p y ¢
por

p(D)y(H) = (D)ult). D=y

El sistema es, en particular, estable si todos los ceros del polinomio p tienen parte real
negativa.

e Transformada de Fourier de la derivada de una funcion

—~ —~

f'(w=jw f(w)

e Determinacion de la respuesta frecuencial del sistema.

p(jw)iw) = ¢(jw)i(w) =  hw)=



El circuito serie R-L-C

e Esquema e Ecuacion diferencial
R
i(t) L
g
. C d*i di 1.
+R—+=it=u
dt C

L —
u(t) () dt?

e Respuesta frecuencial




Efecto de un cambio afin en la escala de tiempos

e Cuestion: relacion entre las transformadas de Fourier de f(t) v g(t) := f(at + b), con

a # 0.

e Solucién:

g(w) = / N e ¥ f(at +b) dt
+oo
|a|/ eI L0V d) (0= at +b)

|a,|ejbw/af (%)

e Caso particular



Espectro de una funcion

e Observacion: el modulo de la transformada de Fourier de una funcion es invariante
ante traslaciones temporales.

jw) =e™fw) = |fw)] =[5

e Implicacion: En muchas situaciones de analisis de senales, la eleccion del origen de
tiempos es una decision del observador. Se sigue que, en esos casos, lo que tiene
realmente significado fisico es el modulo de la transformada de Fourier.

e Definicién: el espectro de una senal es el cuadrado del modulo de su transformada de
Fourier. ,

S1(w) = | Flw)



La identidad de Plancherel

e Producto escalar de funciones complejas

+o0 o
(fog) = / £ (090 dt

— 00

e Comnservacion del producto escalar de la F.T.

/ " p0g de = / - [i :O f(w)ejwtdw] o(0) di

— o0 — 0o

_ b +Oof( )[/+Ooeﬂwt ()dt} duw

- % _+OO Flw )U;OO e~iwtg(t) dt] dw = % /_:,o f(@)g(w) dw

e Caso particular: f(t) = g(t).




Interpretacion fisica de la identidad de Plancherel

e Ley de Joule: En corriente continua, la energia y potencia disipadas en una resistencia
son

W = RI*, P=¥=RIZ

e Con una corriente i(t) variable, la potencia instantdnea es proporcional a i(t)? y la
energia disipada en un intervalo es

to
W oc/ i(t)? dt

tq

e Por extension, la norma dos de una funcién se interpreta como la energia total de la
senal que representa. La implicaciéon

1 +Q

—~ , +o0
fot) = = [ fw)etde — / fa(t)? di

:271' )

1 -I—QA

:g o

permite interpretar el espectro de la senal como la densidad de energia en el dominio
de la frecuencia.



Modulacion de amplitud
e Modulacién de senales: Siendo s(¢) una senal de baja frecuencia, es decir
s(w) =0 lw| < we

la sefial modulada con la portadora cos 2t es S(t) = s(t) cos (2t

e Cuestién: relacién entre la transformada de Fourier de s(t) y S(t)

A~ +OO .
S(w) = / e %t 5(t) cos Qt dt

+o0 ‘ JQ)t —jQt
=/ et T E T at
o 2
1 +o0 _ +o0 _
=3 (f e I W=Dt g(¢) dt + f eI TNt 5(1) dt)

(S5lw— Q) +5(w+Q))

DO | =



Modulacion de amplitud

e Observacion: Si la frecuencia de la onda portadora €2 > w., la senal modulada pasa
a ser una senal de alta frecuencia, que se puede transmitir mejor.

e Demodulacién: Volver a modular y duplicar la senal resultanmte de filtrar las frecuen-
cias superiores a 2.

S1(t) = S(t) cos it

U
S (w) = % (Stw—) +5w+9)
= -2 - + 5w -2+ 9)] + 7 [5(w + Q- Q) + 5w+ 2+ 0)]
1 1 . 1.
= ZS(W -I—QQ) -+ is(w) + Zs(w -I—QQ)
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Sistemas causales

e Observacion: Los sistemas fisicos reales son no anticipativos, lo que que significa que
no hay respuesta en tanto que no haya excitacion.

u(t) =0 parat <t —> y(t) =0 parat <t

e En particular la respuesta indicial (la respuesta ante un escalén) debe ser nula para
t < 0; esto implica que la respuesta impulsional también lo debe ser

Vi<0, H(t)=0 — Vt <0, h(t)=H'(t)=0
e Expresiéon de la respuesta frecuencial con la Transformada de Laplace

G(s)zﬁ{h(t)] - /0 Tethydt = h(w) = Gljw)



Sistemas causales

e Observacién importante: La Transformada de Laplace de una funcién es una funcién
holomorfa en el interior de su semiplano de convergencia.

F(s) = f e *'f(t)dt, converge en Re(s) > o
0

U

F(s) holomorfa en Re(s) > o

e Caso particular: para un sistema estable, la abscisa de convergencia o < 0 y la
respuesta frecuencial es la restriccion al eje imaginario de una funcion holomorfa.

e Consecuencia: las relaciones que existen entre las parte real e imaginaria de una
funcion holomorfa se trasladan a las partes real e imaginaria de la respuesta frecuencial.



Transformadas de Fourier generalizadas

e Idea general

A~

fO) = lim fo(t) =  f(w):= lim fn(w)

n—oo n—oo

e Representacién de la funcién signo como limite de funciones integrables

sgn,, (t) := sgn(t)e . sgn(t) = liI(I)l+ sgn,, ()
e Transformada de Fourier de la funcién signo.
_ .2 _ .. 2 2
e, (W) = —5 — W)= lim =2

w2 + a2 a—0+" w?+a? w



Transformada de Fourier de un producto de funciones

e Resultado: La transformada de Fourier del producto de dos funciones es, salvo un
factor, la convolucién de las transformadas de Fourier de las funciones

e Comprobacién

/_ ;OO e f(t)g(t) dt = /_ :O eIt { / o f(a)eﬂatda] g(t) dt

1
-~ £( [ —t g (t) dt} dw

= fagw—a)dw



Transformada de Hilbert

e Observacion: si f(t) es una funcién causal se cumple que

f(H)=0, sit<0 =  f(t)= f(t)sen(t)

e Aplicacién del teorema del producto

f(w)zi(f*g’gﬁ) (w):if+oo f(o) 0

2m T )o W—O

e Relacion entre las partes real e imaginaria

RW%HHM:%/*?M2+waw

— o0




