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Polinomios ortogonales



Definiciones

e Sea X un subconjunto cerrado del plano complejo.

e Sea i, una medida de Borel positiva con soporte en X que
conste al menos de una cantidad numerable de puntos.
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Definiciones

e Sea X un subconjunto cerrado del plano complejo.

e Sea i, una medida de Borel positiva con soporte en X que
conste al menos de una cantidad numerable de puntos.

- Si ¥ no esta acotado supondremos que

/ 1z|" du(z) < +oo, n=20,1,...
PN
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Definiciones

e Sea X un subconjunto cerrado del plano complejo.

e Sea i, una medida de Borel positiva con soporte en X que
conste al menos de una cantidad numerable de puntos.

- Si ¥ no esta acotado supondremos que
/):|z|”du(z)<+oo7 n=0,1,...
e La medida induce el producto interior
£.9) = [ f@a@du(z).  f.9e L)

que convierte el espacio L?(x) en un espacio de Hilbert.
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Definiciones

e Lafamilia {1,z,...,2",...} es Li. en L?(u) y mediante el
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se obtiene la
sucesion de polinomios ortonormales

an(2)=wmZ"+-+, wm>0,n=0,1,...
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Definiciones

e Lafamilia {1,z,...,2",...} es Li. en L?(u) y mediante el
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se obtiene la
sucesion de polinomios ortonormales

an(2)=wmZ"+-+, wm>0,n=0,1,...

e El polinomio ortogonal monico se denota mediante qp.
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Definiciones

e Lafamilia {1,z,...,2",...} es Li. en L?(u) y mediante el
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se obtiene la
sucesion de polinomios ortonormales

an(2)=wmZ"+-+, wm>0,n=0,1,...

e El polinomio ortogonal moénico se denota mediante q,.

Uno de los problemas principales de la teoria es relacionar

las propiedades de los polinomios ortogonales y las
propiedades de la medida correspondiente
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Problema de momentos

e Si ¥ C R (también si ¥ c T) los polinomios ortogonales
pueden construirse a partir de un funcional de momentos

AX")=cn €R, n=0,1,...
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Problema de momentos

e Si ¥ C R (también si ¥ c T) los polinomios ortogonales
pueden construirse a partir de un funcional de momentos

AX")=cn €R, n=0,1,...

e Un funcional de momentos A es definido positivo en X si
para todo polinomio p no nulo se cumple

p(x)>0,xeX = A(p)>0.
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Problema de momentos

e Si ¥ C R (también si ¥ c T) los polinomios ortogonales
pueden construirse a partir de un funcional de momentos

AX")=cn €R, n=0,1,...

e Un funcional de momentos A es definido positivo en X si
para todo polinomio p no nulo se cumple

p(x)>0,xeX = A(p)>0.

e Dada una sucesion {c,} el problema de momentos consiste
en averiguar si existe una medida p soportada en ¥ tal que

cn:/x”du(x), n=0,1,...
by
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Problema de momentos

La existencia de la medida es equivalente a que

el funcional de momentos sea definido positivo
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Problema de momentos

La existencia de la medida es equivalente a que

el funcional de momentos sea definido positivo

e Se buscan entonces condiciones computables sobre los
momentos para que el funcional sea definido positivo.
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Problema de momentos

La existencia de la medida es equivalente a que

el funcional de momentos sea definido positivo

e Se buscan entonces condiciones computables sobre los
momentos para que el funcional sea definido positivo.

e El problema de momentos es determinado si la solucion es
Unica, lo que ocurre por ejemplo si X =[a,b] o X =T. En
otros casos se buscan condiciones sobre los momentos que
garantizen que el problema es determinado.
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Problema de momentos

La existencia de la medida es equivalente a que
el funcional de momentos sea definido positivo

Para extraer informacion de la medida a partir de los
polinomios ortogonales se necesita que el problema de
momentos esté determinado
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Extremalidad de los polinomios ortogonales
1

= 2 _ . 2
[nlg = min 1Pl =

(@)=2+-

(Da informacisn sobre la densidad de p)
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Extremalidad de los polinomios ortogonales
1

~ 12 . / 2
@l = min, 1Pl = -

(2)=2"
(Da informacisn sobre la densidad de p)

Los ceros de los polinomios ortogonales tienden a
contrarrestar la densidad de la medida
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Extremalidad de los polinomios ortogonales
1

= 2 _ . 2
[nlg = min 1Pl =

(@)=2+-

(Da informacisn sobre la densidad de p)

e Se llama nucleo reproductor a la expresion

Kn(z,w) = qr(2)qr(w).
k=0
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Extremalidad de los polinomios ortogonales
1

~ 2 s 2
q = min p .
Inl = min, IP1Egy =

(@)=2+-

(Da informacisn sobre la densidad de p)

e Se llama nicleo reproductor a la expresion

Kn(z,w) = qr(2)qr(w).
k=0

e El nlcleo reproductor proporciona el desarrollo ortogonal
n-ésimo de una funcion mediante la expresion

Sulf) = / FW)Kn(z, w)du(w),  f € L2(u).
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Extremalidad de los polinomios ortogonales
1

1@l = min [Pl = =
n

p@)znn ) T
(Da informacisn sobre la densidad de p)

Extremalidad del niicleo reproductor
-
de p<n pz) 1 P L2(u) — n(Z,Z)

Kn(w, 2)
Kn(z,2) "

(Da informacion sobre la densidad de p cerca de 2)

y el minimo se alcanza con el polinomio
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La funcion de Christoffel

e Se llama funcion de Christoffel al valor extremal anterior. Es
decir
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La funcion de Christoffel

e Se llama funcion de Christoffel al valor extremal anterior. Es
decir

e Como A\, es decreciente, siempre existe
Az) = nIer;o An(2) € [0, +o0]

y se puede escribir

1

_ 2
A(z) - plznf:’l HpHLZ(;L)

N e
> law(@)?
k=0
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La funcion de Christoffel

e Se llama funcion de Christoffel al valor extremal anterior. Es
decir

La funcion de Christoffel contiene mucha informacion

sobre la medida y el problema de momentos
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La funcion de Christoffel

e Se llama funcion de Christoffel al valor extremal anterior. Es
decir

Teorema de Szego

Si¥=Tydud) = p/'(9) ge us(6), se cumple

—eo {5 | 7 e o) db}.
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La funcion de Christoffel

e Se llama funcion de Christoffel al valor extremal anterior. Es
decir

Teorema de Szego

Si¥=Tydud) = p/'(9) ge us(6), se cumple

—eo {5 | 7 e o) db}.

e Se escribe i € S (clase de Szegd) si A\(0) > 0.
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La funcion de Christoffel

Teorema
Si ¥ =T, entonces

N2 =iz}, 7 =1
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La funcion de Christoffel

Teorema
Si ¥ =T, entonces

A2) = p{z}, |z| > 1.

Teorema de Mate, Nevai y Totik
SiZ¥=Typuce€Ss,entonces

lim nAn(e®) = 4/(6),  ctp. [0,2x].

n—o0
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Dada una medida p soportada en [—1,1] puede definirse por
proyeccion una medida asociada o, con soporte en T.
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Dada una medida p soportada en [—1,1] puede definirse por
proyeccion una medida asociada o, con soporte en T.

e Dado un boreliano E se define

ou(E) = M(/E\)v

y se define de modo consistente
cuando E forma parte de los
dos hemisferios.
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Dada una medida p soportada en [—1,1] puede definirse por
proyeccion una medida asociada o, con soporte en T.

e Dado un boreliano E se define

ou(E) = M(/E\)v

y se define de modo consistente
cuando E forma parte de los
dos hemisferios.

e Se tiene ||, = 2||u-
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Para toda funcion f continua en [—1,1] se cumple

1 27
f(cos 6) do,(6) / £ dpa(x)

2r Jo
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Para toda funcion f continua en [—1,1] se cumple

1 27
f(cos 6) do,(6) / £ dpa(x)

21 Jo
U
0,,(0) = p'(cos0)|sin O] = 1/ (X)V/1 — x2
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Para toda funcion f continua en [—1,1] se cumple

1 27
f(cos 6) do,(6) / £ dpa(x)

21 Jo
U
0,,(0) = p'(cos0)|sin O] = 1/ (X)V/1 — x2

% dx
2m V1 — X2
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Para toda funcion f continua en [—1,1] se cumple

1 27
f(cos 6) do,(6) / £ dpa(x)

21 Jo
U
0,,(0) = p'(cos0)|sin O] = 1/ (X)V/1 — x2

! log 1/ (x)
V1 —x?

dx > —oo.

eSeescribepeSsio, €S /
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Para toda funcion f continua en [—1,1] se cumple

1 27
f(cos 6) do,(6) / £ dpa(x)

21 Jo
U
0,,(0) = p'(cos0)|sin O] = 1/ (X)V/1 — x2

e Existen relaciones explicitas entre los correspondientes
polinomios ortogonales.
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Relacion entre el intervalo y el circulo

e Para toda funcion f continua en [—1,1] se cumple

1 27
f(cos 6) do,(6) / £ dpa(x)

21 Jo
U
0,,(0) = p'(cos0)|sin O] = 1/ (X)V/1 — x2

La estructura del circulo es mas rica en herramientas

analiticas, lo que permite probar resultados que luego
se trasladan al intervalo

(No 2n 2l caso de los polinomios clasicos)
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De nuevo la funcion de Christoffel

Teorema
Si ¥ =[-1,1], entonces

A(z) = p{z}, zeC.

Teorema de Mate, Nevai y Totik
dx

Si¥= [_17 1]1 e S y d:U’(X) = W(X) ﬁ + NS(X)r

entonces

lim nAn(x) = w(x), ctp. [-1,1].

n—o0

| Escuela Orthonet



Formulas de cuadratura



Cuadraturas en la recta

e Sea ty(x) = [T"_,(x — X;) un polinomio con raices reales
simples. El polinomio fundamental de Lagrange es

tn(x)
LpiX) = -——7"—, i=1,...,n,
8 GG —x)
que cumple Ly j(Xg) = i, i,R=1,...,n.
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Cuadraturas en la recta

e Sea ty(x) = [T"_,(x — X;) un polinomio con raices reales
simples. El polinomio fundamental de Lagrange es

tn(x)
LpiX) = -——7"—, i=1,...,n,
8 GG —x)
que cumple Ly j(Xg) = i, i,R=1,...,n.

e Dada cualquier funcion f definida en los ceros de t,, el
polinomio interpolador de Lagrange de f es

Ln(X) = Zf(xi)Ln,i(X)
i=1

que cumple Ly(xg) = f(xk), R=1,...,n.
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Cuadraturas en la recta

e Dada la integral

1] = /z f)du(x), TR,

una formula de cuadratura con n nodos

n
[l =Y Afx),  x€X,
=1

se llama interpolatoria si es exacta en
Pna={p : degp <n-—1}
Es decir, si I[p] = In[p] para todo p condegp < n —1.
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Cuadraturas en la recta

e Dados n nodos {x1,...,X,} siempre se puede construir una
cuadratura interpolatoria eligiendo de modo adecuado los
coeficientes (pesos) de la formula.
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Cuadraturas en la recta

e Dados n nodos {x1,...,X,} siempre se puede construir una
cuadratura interpolatoria eligiendo de modo adecuado los
coeficientes (pesos) de la formula.

Teorema
La formula de cuadratura I, es interpolatoria si y solo si

Ai=Illnil <= hifl=h[L(f)] Yf

| Escuela Orthonet



Cuadraturas en la recta

e Dados n nodos {x1,...,X,} siempre se puede construir una
cuadratura interpolatoria eligiendo de modo adecuado los
coeficientes (pesos) de la formula.

Teorema de Polya
Sean X =[a,b]y {I,} una sucesion de cuadraturas
interpolatorias con pesos {\,;}. Entonces son equivalentes:

. nILm In[f] = I[f] para toda f € C[a, b].

n
* ) " |Anil < Mparatodon e N.
i=1
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Cuadraturas en la recta

e Dados n nodos {x1,...,X,} siempre se puede construir una
cuadratura interpolatoria eligiendo de modo adecuado los
coeficientes (pesos) de la formula.

Teorema de Stieltjes-Steklov

Sean X =[a,b]y {I,} una sucesion de cuadraturas
interpolatorias con pesos positivos. Entonces para toda
funcion acotada e integrable Riemann-Stieltjes se cumple

lim 1[f] = I[f]-

n—oo
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Cuadraturas en la recta

e Dados n nodos {x1,...,X,} siempre se puede construir una
cuadratura interpolatoria eligiendo de modo adecuado los
coeficientes (pesos) de la formula.

Cuadratura de Clenshaw-Curtis _ _
Sea ¥ = [-1,1] y du(x) = dx. La cuadratura interpolatoria CCy,

con nodos en los extremos de los polinomios de Chebyshev
mas los puntos extremos, es decir, en los puntos

kR—1
cos< 7r>, k=12 ...,n,
n—1

tiene todos sus pesos positivos.
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Cuadraturas en la recta

e Dados n nodos {x1,...,X,} siempre se puede construir una
cuadratura interpolatoria eligiendo de modo adecuado los
coeficientes (pesos) de la formula.

Que los pesos sean positivos implica convergencia de las

cuadraturas y estabilidad numérica
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Cuadratura gaussiana

e Para conseguir mayor grado de exactitud en la cuadratura
es necesario elegir los nodos adecuadamente.

| Escuela Orthonet



Cuadratura gaussiana

e Para conseguir mayor grado de exactitud en la cuadratura
es necesario elegir los nodos adecuadamente.

Teorema
Si t, denota el polinomio nodaly k=1,2,...,n, entonces

(i) I es interpolatoria
In es exacta en Py ip 1 <
(ii) (tn,p) =0 Vp € Pr_q
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Cuadratura gaussiana

e Para conseguir mayor grado de exactitud en la cuadratura
es necesario elegir los nodos adecuadamente.

Teorema
Si t, denota el polinomio nodaly k=1,2,...,n, entonces

(i) I es interpolatoria
In es exacta en Py ip 1 <
(ii) (tn,p) =0 Vp € Pr_q

e El mayor grado de exactitud se alcanza para k = n que
corresponde a la cuadratura gaussiana G.
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Cuadratura gaussiana

e Los coeficientes de la cuadratura gaussiana G, reciben el
nombre de coeficientes de Christoffel ya que cumplen

)‘n,i = An (Xn,i)
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Cuadratura gaussiana

e Los coeficientes de la cuadratura gaussiana G, reciben el
nombre de coeficientes de Christoffel ya que cumplen

)‘n,i = An (Xn,i)

Ley del semicirculo (Se deduce de Maté-Nevai-Totik)
SiX=[-11yueS, entonces

n\p
lim — " =, /1—x2 ..
N—=00 T4 (Xn,i) !
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Cuadratura gaussiana

;Qué ocurre cuando el intervalo de integracion
no esta acotado?
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Cuadratura gaussiana

;Qué ocurre cuando el intervalo de integracion
no esta acotado?

e Puede probarse que el valor de la cuadratura gaussiana
converge al valor de una integral correspondiente a una
medida con los mismos momentos que .
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Cuadratura gaussiana

;Qué ocurre cuando el intervalo de integracion
no esta acotado?

Teorema

Si ¥ =Ry el problema de momentos para la medida p esta
determinado, entonces

Jim, 6o = 1]

para toda funcion f continua en R que se anula en infinito.
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Transformadas de Cauchy




Funciones de Markov y Stieltjes

e Se define la transformada de Cauchy de la medida x como

la funcion A0
PO (X
i@ = [ zeE
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Funciones de Markov y Stieltjes

e Se define la transformada de Cauchy de la medida x como

la funcion A0
PO (X
i@ = [ zeE

e La funcion i es analitica en C \ £ y se suele llamar funcion
de Markov si X esta acotado o de Stieltjes si no lo esta.
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Funciones de Markov y Stieltjes

e Se define la transformada de Cauchy de la medida x como

la funcion A0
PO (X
i@ = [ zeE

e La funcion i es analitica en C \ £ y se suele llamar funcion
de Markov si X esta acotado o de Stieltjes si no lo esta.

e La funcion  admite el desarrollo
oo

—~ Cn
M(Z) - Z zn+1

n=0

donde {cp} son los momentos de la medida p.
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Aproximantes de Padé

e Si g es el n-ésimo polinomio ortonormal respecto a la
medida p, se define el polinomio de segundo tipo p,_1 como

poos(z) = [ =) gy,
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Aproximantes de Padé

e Si g es el n-ésimo polinomio ortonormal respecto a la
medida p, se define el polinomio de segundo tipo p,_1 como

poos(z) = [ =) gy,

e Propiedades: (Ejercicios seucillos)

* Pn_1€s un polinomio de grado a lo mas n — 1.
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Aproximantes de Padé

e Si g es el n-ésimo polinomio ortonormal respecto a la
medida p, se define el polinomio de segundo tipo p,_1 como

poos(z) = [ =) gy,

e Propiedades: (Ejercicios seucillos)

* Pn_1€s un polinomio de grado a lo mas n — 1.

* Pn_1/qn €s mp, el aproximante diagonal de Padé de ji.
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Aproximantes de Padé

e Si g es el n-ésimo polinomio ortonormal respecto a la
medida p, se define el polinomio de segundo tipo p,_1 como

poos(z) = [ =) gy,

e Propiedades: (Ejercicios seucillos)

* Pn_1€s un polinomio de grado a lo mas n — 1.
* Pn_1/qn €s mp, el aproximante diagonal de Padé de ji.

« Si A, son los coeficientes de Christoffel, se tiene

n
/\n,i

~ Pn(2)
m(2) = anZ) - ; Z—Xp;
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Teorema de Markov

eSea |p(z)=z— vz —1| donde VZ2 —1>1siz> 1.
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Teorema de Markov

eSea |p(z)=z— vz —1| donde VZ2 —1>1siz> 1.

e La funcion ¢ es analitica en C\ [-1,1] y transforma el
exterior de [—1,1] en el interior de T.

)
¥
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Teorema de Markov

e Sea

o(2)=z—-VZ2 -1

donde vzZ2 —1>1siz> 1.

e La funcion ¢ es analitica en C\ [-1,1] y transforma el
exterior de [—1,1] en el interior de T.

Teorema de Markov

Supongamos que ¥ = [—1,1] y sea K un subconjunto
compacto de C \ [-1,1], entonces

, _ 1/2
limsup |7 — mll¢ ™" < llllk-
n—oo
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Demostracion

e La sucesion {m,} es normalen C\ [-1,1] ya que

< el
E zekK
= 2 xn,r d T

donde d=dist(K, [-1,1]) > 0.
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Demostracion

e La sucesion {m,} es normalen C\ [-1,1].

e Se tiene nle mn(z) = 1u(z), z ¢ [-1,1], por la convergencia de
la cuadratura gaussiana con f;(x) = 1/(z — x), ya que

n )\ .
f) =7 hiflE) =)

i=1

= mn(2).
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Demostracion

e La sucesion {m,} es normalen C\ [-1,1].
e Se tiene Iim mn(2) = [(z), z & [-1,1].

eSiv,={z€C : |p(z)] =r} conr<1,setiene analogamente

2|l _ M
— dr2n == ,’277 z E ’)/r.

F@—M®
[p(2)]2"

| Escuela Orthonet



Demostracion

e La sucesion {m,} es normalen C\ [-1,1].
e Se tiene Iim mn(2) = [(z), z & [-1,1].

eSiv,={z€C : |p(z)] =r} conr<1,setiene analogamente

i(z) —mn(2)| _ 2(pll _ M
/ Por el principio
S P . del maxtmo
, /Sy s
, //'
S 1
e / 4
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Demostracion

e La sucesion {m,} es normalen C\ [-1,1].
e Se tiene Iim mn(2) = [(z), z & [-1,1].

eSiv,={z€C : |p(z)] =r} conr<1,setiene analogamente

A(z) — ma(@)| _ 20l _ M
’ L@ | = drm = zey = zek
e Por tanto
_ el
17— mall < M A5

| Escuela Orthonet



Demostracion

e La sucesion {m,} es normalen C\ [-1,1].
e Se tiene Iim mn(2) = [(z), z & [-1,1].

eSiv,={z€C : |p(z)] =r} conr<1,setiene analogamente

A(z) — ma(@)| _ 20l _ M
’ L@ | = drm = zey = zek
e Por tanto
_ el
17— mall < M A5

e Y se concluye la demostracion sacando la raiz 2n-ésima'y
tomando limites: cuando n — oo y luego cuando r — 1.
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Teorema de Stieltjes

¢ Si ¥ no esta acotado pero el problema de momentos esta
determinado para la medida p los dos primeros pasos de la
demostracion anterior son validos.
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Teorema de Stieltjes

¢ Si ¥ no esta acotado pero el problema de momentos esta
determinado para la medida p los dos primeros pasos de la
demostracion anterior son validos.

Teorema de Stieltjes

Sea J el menor intervalo que contiene ¥ y supongamos que
el problema de momentos esta determinado para la medida
. Entonces

[im TTh = ﬂ,
n—o0

uniformemente en subconjuntos compactos de C \ J.
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Problema de momentos
determinado




Importancia

e Se necesita la determinacion del problema de momentos
para probar entre otros los siguientes resultados:

« La funcion de Christoffel recupera la medida.
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Importancia

e Se necesita la determinacion del problema de momentos
para probar entre otros los siguientes resultados:

« La funcion de Christoffel recupera la medida.

« Los puntos del soporte de la medida atraen ceros de los
polinomios ortogonales.
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Importancia

e Se necesita la determinacion del problema de momentos
para probar entre otros los siguientes resultados:

« La funcion de Christoffel recupera la medida.
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Importancia

e Se necesita la determinacion del problema de momentos
para probar entre otros los siguientes resultados:

« La funcion de Christoffel recupera la medida.

« Los puntos del soporte de la medida atraen ceros de los
polinomios ortogonales.

- Convergencia de la cuadratura gaussiana.
- Teorema de Stieltjes.

« Unicidad del teorema de Favard.
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Caracterizacion

Teorema
Sea¥X =Ryxp € Rtalque x({xo}) = 0. Son equivalentes:
- )\(Xo) =0.

- El problema de momentos para i es determinado.
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Caracterizacion

Teorema
Sea¥X =Ryxp € Rtalque x({xo}) = 0. Son equivalentes:
- )\(Xo) =0.

- El problema de momentos para i es determinado.

Medidas de Hermite y Laguerre

_XZ o0 .
RO SLAUED Pt e
n=0
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Caracterizacion

Teorema
Sea¥X =Ryxp € Rtalque x({xo}) = 0. Son equivalentes:
- )\(Xo) =0.

- El problema de momentos para i es determinado.

Medidas de Hermite y Laguerre

RO IR )N i) L

ﬁ n=0 m=1 (2m)!!
—Xya 9] 00 o
) = £ = ;)q%(m:;(”ﬁ ) =
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Condiciones de Carleman

e Los polinomios ortogonales g, = vpx" + - - - satisfacen la
relacion de recurrencia

XQqn(X) = An+1Gn41(X) + bnGn(X) + angn-1(x),

cong-1=0,g0 =1.
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Condiciones de Carleman

e Los polinomios ortogonales g, = vpx" + - - - satisfacen la
relacion de recurrencia

XQqn(X) = An+1Gn41(X) + bnGn(X) + angn-1(x),
cong-1=0,g0 =1.

e El coeficiente a, verifica

TYn—1 < 0.
n

an = (Xqn-1(x), qn(X)) =
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Condiciones de Carleman

Teorema

Sean X =R.Si
=1
D g =+
n=1 n

entonces el problema de momentos para u es determinado.
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Condiciones de Carleman

Teorema

Sean X =R.Si
=1
D g =+
n=1 n

entonces el problema de momentos para u es determinado.

e Se deduce una condicion suficiente sobre los momentos
empleando la desigualdad de Carleman

oo oo 1
; 2n C2n Z::;
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Condiciones de Carleman

Teorema

Sean X =R.Si
=1
D g =+
n=1 n

entonces el problema de momentos para u es determinado.

El problema de momentos es determinado si la medida

no acumula mucho peso en infinito
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Problemas de momentos

e El problema de momentos de Hamburger consiste en
encontrar una medida soportada en R con los momentos
dados. (Es al que nos hemos referido siempre hasta ahora.)

| Escuela Orthonet



Problemas de momentos

e El problema de momentos de Hamburger consiste en
encontrar una medida soportada en R con los momentos
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Problemas de momentos

e El problema de momentos de Hamburger consiste en
encontrar una medida soportada en R con los momentos
dados. (Es al que nos hemos referido siempre hasta ahora.)

e El problema de momentos de Stieltjes consiste en encontrar
una medida soportada en [0, +o00) con los momentos dados.

Problema de Hamburger Problema de Stieltjes
determinado determinado

(€l reciproco no s cierto)
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Medidas con los mismos momentos

e Si en la integral

+oo )
/ e Udt=7

— 00

. . . n+1
realizamos el cambio de variable t = logx — %, se llega a

Foo 2 2
/ xMe—log" X gy — ﬁe(n+1) /4
0
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Medidas con los mismos momentos

e Realizando el mismo cambio de variable en

400 )
/ e U sin(2nt)dt = 0

—00

+00 )
se llega a / x"e~ 198 X sin(27 log x) dx = 0
0
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Medidas con los mismos momentos

e Realizando el mismo cambio de variable en

400 )
/ e U sin(2nt)dt = 0

—00

+00 )
se llega a / x"e~ 198 X sin(27 log x) dx = 0
0

e Entonces las medidas absolutamente continuas en [0, +00)
dux(X) = e °E X1+ Asin(2rlogX)] dx, |A| <1,

tienen los mismos momentos y los mismos polinomios
ortogonales, que reciben el nombre de de Stieltjes-Wigert.
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Propiedades asintoticas




e Los polinomios ortogonales satisfacen relaciones
asintoticas de muy diverso tipo que en una primera
aproximacion pueden clasificarse en:
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e Los polinomios ortogonales satisfacen relaciones
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aproximacion pueden clasificarse en:

Débil o de la raiz n-ésima.
e Fuera del soporte de ;1 { Del cociente o de Nevai.
Fuerte o de Szego.
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e Los polinomios ortogonales satisfacen relaciones
asintoticas de muy diverso tipo que en una primera
aproximacion pueden clasificarse en:

Débil o de la raiz n-ésima.
e Fuera del soporte de ;1 { Del cociente o de Nevai.
Fuerte o de Szego.

Deébil.

e Sobre el soporte de ;1 { Asociada a la clase de Nevai.
Fuerte o de Szego.
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Clases de medidas

e Sea en todos los casos ¥ = [—1,1] el soporte de la medida p.

$(2) =1/o(2) =2+ V2 1
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e Sea en todos los casos ¥ = [—1,1] el soporte de la medida p.

$(2) =1/o(2) =2+ V2 1

e Se dice que y es regular y se escribe i € Reg si

lim ¢/An=2.  (sPor qué 27?)

n—oo
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Clases de medidas

e Sea en todos los casos ¥ = [—1,1] el soporte de la medida p.

$(2) =1/o(2) =2+ V2 1

e Se dice que y es regular y se escribe i € Reg si

lim ¢/An=2.  (sPor qué 27?)

n—oo

e Si 1 € Reg se cumple

Vlan(2)| = [¢(2)]

[im
n—oo

uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [-1,1].
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Clases de medidas

e Se dice que p es regulary se escribe 1 € Reg si
lim ¢/7n = 2.

n—oo

e Si 1 € Reg se cumple
lim /1a(2)] = ¥(2)]

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [-1,1].

n

e Si 1 € Regy K es compacto de C\ [-1,1], se cumple

, —~ 1/2n
limsup ||z — mnll¢ = = [lollk
n—o00
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Clases de medidas

e Se dice que p es regulary se escribe 1 € Reg si

lim /vn = 2.

n—oo

e Si 1 € Reg se cumple

Vlian(2)| = [4(2)]

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [-1,1].

[im
n—oo

e Veremos que esta clase de medidas puede definirse
también para el caso en que X sea un compacto de C.
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Clases de medidas

e Se dice que p es regulary se escribe 1 € Reg si
lim ¢/7n = 2.

n—oo

e Si 1 € Reg se cumple
lim /1a(2)] = ¥(2)]

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [-1,1].

n

e Veremos que esta clase de medidas puede definirse
también para el caso en que X sea un compacto de C.

e Y que si i € Reglanorma L? y la norma L>™ son comparables.
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Clases de medidas

e Se dice que . pertenece a la clase de Nevai y se escribe
u € N si los coeficientes a, y b, de la relacion de recurrencia
verifican

) 1 ,
lim a, = =, lim b, = 0.
n— o0 2 Nn— o0
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Clases de medidas

e Se dice que . pertenece a la clase de Nevai y se escribe
u € N si los coeficientes a, y b, de la relacion de recurrencia
verifican

lim a, = 1, lim b, = 0.

n—so0 2 n—o00

e Si ;€ Nsecumple

n—oo qn(z)

=v(2),

uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [-1,1].
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Clases de medidas

e Si e Ssecumple

fim 0@ _ 1T

n=oe [(2)]" V2r H(p(2))'
uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [-1,1]. La
funcion H recibe el nombre de funcion de Szeg6 asociada a .

27 pif
H(z) = exp {1/ ¢ +§ log o,(6) dH} .

Lo 0 e19 —
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Clases de medidas

e Si e Ssecumple

lim an(2) _ 1 1
n—oo [P(2)]" V2m H(p(2))’

uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [-1,1]. La
funcion H recibe el nombre de funcion de Szeg6 asociada a .

1 (el 4z
H(z) = exp {‘”T/o O log ,(0) dH} .

pueS| = | >0ctp.| = |peN| = | ucReg

(Teorema de Rakhmanov)
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Principio general

e Se plantea un problema de aproximacion racional de
funciones analiticas.
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Principio general

e Se plantea un problema de aproximacion racional de
funciones analiticas.

e Los denominadores de los aproximantes satisfacen ciertas
relaciones de ortogonalidad.

e Se aplican propiedades y comportamiento asintotico de
polinomios ortogonales.
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Principio general

e Se plantea un problema de aproximacion racional de
funciones analiticas.

e Los denominadores de los aproximantes satisfacen ciertas
relaciones de ortogonalidad.

e Se aplican propiedades y comportamiento asintotico de
polinomios ortogonales.

e Se prueba convergencia de los aproximantes racionales a la
funcion.
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Convergencia débil de medidas

e Sean yu, y 1 medidas de Borel positivas soportadas en C.

e Las medidas de Borel positivas son los funcionales lineales

positivos sobre C(C). Por tanto, la convergencia natural es la
débil estrella de los espacios duales.
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Convergencia débil de medidas

e Sean yu, y 1 medidas de Borel positivas soportadas en C.

e Las medidas de Borel positivas son los funcionales lineales
positivos sobre C(C). Por tanto, la convergencia natural es la
débil estrella de los espacios duales.

e Se escribe j, — s

Il'm/ ) dun(z /f ) du(z)
n—o0

para toda funcion f continua en C.

| Escuela Orthonet



Convergencia débil de medidas

n n 1
o Sipp = %de/n, entonces n@;o % Zf(k/n) = /0 f(x)dxy
k=1 k=1

por tanto
tn — dx en [0,1].
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Convergencia débil de medidas

n n 1
o Sipp = %de/n, entonces n@;o % Zf(k/n) = /0 f(x)dxy
k=1 k=1

por tanto
tn — dx en [0,1].
n
e Dado un polinomio p(x) = H(X—Xk), la medida contadora

k=1
de ceros normalizada s, es la medida de probabilidad

discreta
1 n
S R=1 e
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Convergencia débil de medidas

n n 1
o Sipp = %de/n, entonces n@;o % Zf(k/n) = /0 f(x)dxy
k=1 k=1

por tanto
tn — dx en [0,1].
n
e Dado un polinomio p(x) = H(X—Xk), la medida contadora

k=1
de ceros normalizada 1, es la medida de probabilidad

discreta
1 n
S R=1 e

e El comportamiento de o(n) puntos no altera el limite débil
estrella de una medida contadora.
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Convergencia débil de medidas

e Los ceros del polinomio de Chebyschev T,(x) = cos né,

2R —1
X = cosf, son los puntos cos< 5n 7r> ,k=1,...,n.
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Convergencia débil de medidas

e Los ceros del polinomio de Chebyschev T,(x) = cos né,

2R —1
X = cosf, son los puntos cos< 5n 7r> ,k=1,...,n.

i (1)) e

/fm
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Convergencia débil de medidas

e Los ceros del polinomio de Chebyschev T,(x) = cos né,

2R —1
X = cosf, son los punt05cos< 5n 7r> ,k=1,...,n

i (1)) e

X
- [

e Portanto | ur, —

1 — X2
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Convergencia sobre el soporte

Teorema
Si € Reg entonces

Hagn

71— x2
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Convergencia sobre el soporte

Teorema
Si € Reg entonces

N dx
lu’qn 7 /1 . X2 °
Teorema
Si u € N entonces
dx

qn()dp(x) — Y
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Convergencia sobre el soporte

. w(x)dx . .
e Sidu(x) = (1)2 entonces se tienen las formulas
™1 — X

w(x)dx
ZAn Xn’5Xn1 L

/1 — X2
1y e K si w>0 ct
n <= i ™1 — X2 P
nl'_>n;on)‘”( )=w(x) ctp. si peS
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Convergencia sobre el soporte

. w(x)dx . .
e Sidu(x) = L entonces se tienen las formulas

V1 — X2
4 w(x)dx
An(Xn Oy, — — 22
’Z_; n( n,l) Xn,i ﬂ_m

1 . dx .

= Oy, —> ——— Si w>0 ctp.
l".1 ’ s

=

lim n\p(x) =w(x) ctp. si pes

n—oo

e Es un problema abierto importante tratar de probar la
altima formula bajo la hipotesis w > 0 c.t.p.
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Convergencia sobre el soporte

Teorema

Si u € S, es absolutamente continuay i/ es continuay
positiva verificando una condicion de continuidad tipo
Lipschitz, se tiene

lim V1 —x2/1/(X) gn(x) = \/zcos[nH +7(0)], Xx=cos#,

n—oo

uniformemente en [—1,1], donde ~(0) es el argumento que
toma en T la funcion de Szeg6 asociada a p.
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Convergencia sobre el soporte

Teorema

Si u € S, es absolutamente continuay i/ es continuay
positiva verificando una condicion de continuidad tipo
Lipschitz, se tiene

n—oo

lim V1 —x2/1/(X) gn(x) = \/zcos[nH +7(0)], Xx=cos#,

uniformemente en [—1,1], donde ~(0) es el argumento que
toma en T la funcion de Szeg6 asociada a p.

e Los polinomios ortogonales clasicos, que son solucion de
una ecuacion diferencial, satisfacen relaciones asintoticas
mas detalladas.
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Convergencia sobre el soporte

Teorema

Si u € S, es absolutamente continuay i/ es continuay
positiva verificando una condicion de continuidad tipo
Lipschitz, se tiene

lim V1 —x2/1/(X) gn(x) = \/zcos[nH +7(0)], Xx=cos#,

n—oo

uniformemente en [—1,1], donde ~(0) es el argumento que
toma en T la funcion de Szeg6 asociada a p.

Relaciones asintoticas de los polinomios ortogonales tienen

limites universales (no dependen de la medida)
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Conclusion




Algunas ideas importantes para recordar

e Extremalidad de los polinomios ortogonales y del nicleo
reproductor.

e No hay una correspondencia biunivoca entre una mediday
sus momentos.

e La funcion de Christoffel recupera la medida en el caso
determinado y da informacion sobre el problema de
momentos.

e Jerarquia y clases de las relaciones asintoticas de los
polinomios ortogonales.
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