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Introduccion

El propésito de estas notas es reunir una serie de teoremas que tienen como caracteristi-
ca comun el deducir que una determinada funcién es globalmente inyectiva suponiendo
que la funcién es inyectiva localmente. La funcién involucrada satisface alguna condicion
de regularidad, tal como ser continua o de clase C'. Atendiendo a las condiciones que
hay que anadir para obtener el resultado, podemos clasificar los teoremas en tres grandes
grupos:

1. Se imponen condiciones sobre el comportamiento de la funcién «en el infinito» (es
decir, fuera de regiones compactas).

2. El conjunto tiene frontera y la funcién es inyectiva en la frontera.

3. La funcién es de clase C' en un dominio y su matriz jacobiana, que es no singular,
satisface alguna condicion algebraica o de crecimiento.

Sin animo de ser exhaustivos, daremos al menos un ejemplo de cada grupo de teoremas,
aunque en algin caso el resultado puede adscribirse a dos grupos distintos.

1. Aplicaciones propias

Recordemos que una funcién g : X — Y entre dos espacios topoldgicos X e Y se
dice que es propia si, para todo conjunto compacto K C Y, la preimagen ¢~ '(K) es un
conjunto compacto de X.

Dado que el resultado principal de esta seccién tiene que ver con aplicaciones pro-
pias y que la cualidad de ser propia no es en ocasiones facil de comprobar directamente,
ahondaremos algo mds sobre este concepto, véase [12, Chapter 4] . En términos intuitivos,
podemos decir que una funcién g es propia si «lleva el infinito al infinito», entendiendo por
infinito todo aquello situado fuera de regiones compactas. Una manera de hacer precisa
esta idea es la siguiente. Dado un espacio topolégico X, diremos que una sucesién {x,}
diverge a infinito si en cualquier compacto K de X solo hay un niimero finito de elementos
de la sucesién {z,}. Puede demostrarse que en cualquier espacio topolégico “razonable”
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una sucesion diverge a infinito si y solo si no tiene subsucesiones convergentes. Entonces
puede probarse que una aplicacion entre espacios topolégicos X e Y —donde X es Haus-
dorff y verifica el segundo axioma de numerabilidad— es propia si y solo si transforma
sucesiones que divergen a infinito en X en sucesiones que divergen a infinito en Y.

Existe una estrecha relacion entre aplicaciones propias y cerradas, lo cual puede ayudar
aun mas a entender el concepto de aplicacién propia. Supongamos que el espacio topolégico
final Y es Hausdorff y localmente compacto. Entonces toda aplicaciéon continua y propia
de X a Y es cerrada. Reciprocamente, toda aplicacién continua y cerrada g verificando
que g~ !(y) es compacto para todo y € Y es propia.

Para el enunciado del Teorema 1 necesitamos ademads definir lo que es una variedad.
Recordemos que una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio topolégico Haus-
dorff, que verifica el segundo axioma de numerabilidad y que es localmente homeomorfo a
un abierto de R"™, véase [12, p. 38]. En particular y a menos que se diga lo contrario, las
variedades que aparecen en estas notas no tienen frontera —es decir, cuando se conside-
ran en si mismas; si son variedades contenidas en otras, entonces pueden aparecer puntos
frontera de la menor en la mayor, como ocurriria con un abierto de R"—.

Tenemos entonces el resultado que aparece a continuacion, debido basicamente a Ha-
damard, cf. [9, Theorem 6.2.8].

Teorema 1. Sean My y Mo dos variedades topoldgicas conexas y sea una aplicacion
continua f : 9y — My. Supongamos que

i) f es propia.
it) f es localmente inyectiva.
i11) My es simplemente conezxa.
Entonces f es un homeomorfismo entre My y My .

En primer lugar, observemos que si f es un homeomorfismo, entonces se cumplen las
condiciones i) y ii), pues en ese caso f ! es una funcién continua que transforma conjuntos
compactos en conjuntos compactos. Por consiguiente, las condiciones i) y ii) son necesarias.

Algunos comentarios adicionales pueden ayudar a la comprensién del resultado. En
el caso de que 9 sea una variedad compacta la condicién i) se cumple trivialmente;
pues si K es un compacto del espacio final entonces K es un conjunto cerrado —las
variedades topolégicas son espacios Hausdorff—, por tanto, debido a la continuidad de f,
la preimagen f~!(K) es un cerrado contenido en el compacto 90; y, por consiguiente es
también un conjunto compacto.

Por otro lado, es facil ver que hay que exigir que las variedades 91, y My sean conexas.
En efecto, sea 9 una variedad conexa compacta simplemente conexa —por ejemplo, la
esfera bidimensional—. Tomamos como 91; la unién disjunta de dos copias de I, y sea
Mo = M con f la aplicacion identidad sobre cada componente conexa de 9;. Entonces
se cumplen todas las hipétesis, salvo que 91 es conexa, y el teorema sin embargo no es
cierto. Si ahora intercambiamos los papeles de 2y y My y consideramos la aplicacion
identidad sobre una de las dos copias de 9t que constituyen 9y, vemos que la variedad
final también tiene que ser conexa si queremos que el teorema se cumpla.
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Para ver que M tiene que ser simplemente conexa, tomamos Ny = My = €, la esfera
unidimensional. Es decir,

¢={e": tel0,2n]}

y consideramos f(e’) = e%*. Nuevamente se cumplen todas las hipétesis, salvo que 90a es
simplemente conexa, y el teorema no es cierto.

En cuanto el resultado en si, no es complicado ver que la aplicacion f es necesariamente
sobreyectiva. Consideremos el conjunto imagen A = f(9;) C My. Por la condicidn ii), el
conjunto A es abierto. Veamos que también es cerrado. En efecto, sea {y,} una sucesién
convergente contenida en A y llamamos gy a su limite. Tenemos que probar que yg € A.
Escogemos un entorno compacto de yg y lo llamamos K —toda variedad es localmente
compacta—. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la sucesién {y,} estd con-
tenida en K. Entonces f~!(K) es compacto y la sucesién {x,}, con f(x,) = y,, admite
una subsucesién convergente a un punto xo € f~(K). Por continuidad de f, se tiene que
f(xo) = yo e yo € A. Obsérvese que hemos utilizado la definicién de conjunto secuencial-
mente compacto en 9y, en vez de la de compacto. Como My es una variedad, entonces
es un espacio metrizable —por el teorema de Urysohn, al ser la variedad topolégica un
espacio que satisface el segundo axioma de numerabilidad—, y en los espacios metriza-
bles ambas definiciones son equivalentes. En definitiva, el conjunto no vacio A es a la vez
abierto y cerrado en 9. Como 9y es un conjunto conexo, necesariamente se verifica que
A =9M,.

La parte dificil consiste en probar que f es inyectiva, lo cual se deduce de la teoria de los
espacios recubridores, en la cual no podemos entrar aqui, pero podemos apuntar que tiene
estrechas conexiones con el primer grupo de homotopia (grupo fundamental) de un espacio
topolégico. Por ser f propia, sobreyectiva y homeomorfismo local —véase el teorema de la
invariancia del dominio en la siguiente seccién—, entonces f es una aplicacion recubridora
entre variedades y la aplicacion inducida entre los grupos de homotopia

f* : 7r1(2)ﬁ1) — 7T1(9ﬁ2)

es un monomorfismo. Por comodidad en la notaciéon, hemos eliminado la dependencia del
punto base en el grupo de homotopia. Como en este caso se tiene w1 (9M2) = {0}, nece-
sariamente f, es un isomorfismo y la teoria mencionada permite ahora deducir que f es
un homeomorfismo, debido a la rigidez que caracteriza a estas estructuras, véase [12, Co-
rollary 11.33]. Bésicamente, las posibles aplicaciones recubridoras de 91y se corresponden
con clases de conjugacién de los diferentes subgrupos de 71 (9M2).

En el caso en que las variedades M, y My sean abiertos de R™, podemos dar una
descripcién mas concreta del concepto de funcién propia particularizando lo que se men-
cioné al principio de la seccién. Sean U,V abiertos de R™ y consideramos una aplicacion
cualquiera f : U — V. Entonces f es propia si y solo si para toda sucesién {z,} de U que
converge a un punto de la frontera de U, entonces la sucesién imagen {f(x,)} converge
a un punto de la frontera de V', entendiendo la frontera y la convergencia en un sentido
amplio que incluya al infinito. Como ejemplo de esto iltimo, podemos formular el siguiente
corolario al Teorema 1.
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Corolario 1. Sea F : R" — R" una aplicacion de clase C'. Entonces I es un difeomor-
fismo si y solo si F'(x) es no singular para todo € R™ y
lim ||F(x)] = +oo.
ll||—+o0
Finalmente, hagamos notar que el Teorema 1 puede generalizarse a aplicaciones entre

espacios de Banach, debido, entre otras cosas, a que la estructura lineal asegura la conexion
y la conectividad simple de los espacios. Véase [2, Theorem 5.1.4 ].

Teorema 2. Sea f: X — Y un homeomorfismo local entre espacios de Banach. Entonces
f es un homeomorfismo si y solo si f es propia.

En particular, el Teorema 2 es cierto si f es de clase C' y f’(z) es invertible para todo
r e X.

2. Inyectividad en la frontera

Veamos a continuacién resultados pertenecientes al segundo grupo de teoremas men-
cionado al comienzo. Para ello, es conveniente precisar primero algunas ideas relacionadas
con la frontera de un conjunto, asi como con la diferencia entre funcién localmente inyec-
tiva y homeomorfismo local. El resultado mas importante al respecto, debido a Brouwer,
es el siguiente, cf. [13, Section VIII.6].

Teorema de la invariancia del dominio. Sea F' : U C R® — R" continua y localmente
inyectiva en el abierto U. Entonces F es una aplicacion abierta, es decir, transforma
abiertos de U —abiertos de R™ contenidos en U— en abiertos de R".

Podriamos haber enunciado el teorema igualmente considerando una aplicacion
f My — f)ﬁz,

con My y My variedades topolédgicas de la misma dimension, véase [11, Exercise 2.1.7].

El resultado es caracteristico de abiertos de R” —o de conjuntos modelados sobre abier-
tos de R™ como las variedades topoldgicas sin frontera— y requiere para su demostracién
de alguna de las técnicas profundas de topologia, tales como el teorema de separacién de
Jordan en R™, la teoria de homologia o la teoria del grado topolégico. El teorema no es
cierto en espacios de Banach o en subconjuntos arbitrarios de R™. De manera inmediata
se obtienen las siguientes consecuencias.

Corolario 2. Sea F : U C R®™ — R" continua e inyectiva en el abierto U. Entonces I es
un homeomorfismo de U en F(U).

De aqui se deduce que en una variedad topolégica —o en un abierto de R”— una funcién
es localmente inyectiva si y solo si es homeomorfismo local.

Corolario 3. Sea A y B dos subconjuntos arbitrarios de R™ y sea F : A — B homeomor-
fismo. Entonces puntos interiores y frontera de A se corresponden, respectivamente, con
los puntos interiores y frontera de B.
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Observacion. Hay que tener presente que si dos subconjuntos arbitrarios A y B de R"
son homeomorfos y uno de ellos es abierto de R™, entonces el otro también es abierto,
precisamente debido al teorema de la invariancia del dominio. Por el contrario, si uno de
ellos es cerrado, entonces el otro no tiene por qué serlo, como muestra el ejemplo de la
funcién f(x) = 1/z que transforma el intervalo [1,+00) en el intervalo (0,1]. Obsérvese
que un homeomorfismo es, por definicién, una aplicacién tanto cerrada como abierta, pero
los cerrados de un subconjunto arbitrario de R —con la topologia heredada— no son, en
general, cerrados de R".

Observacion. Aunque hemos dicho que el teorema de la invariancia del dominio no es
cierto en espacios de Banach, naturalmente puede deducirse que una aplicacion es abierta
via el teorema de la funcién inversa. Es decir, sea f : Q C X — Y una funcién de clase C!
en el abierto 2 con X e Y espacios de Banach. Supongamos que f’(z) es invertible para
todo x € X, entonces f es una aplicacién abierta. A este respecto, quizas no estd de mas
recordar que el famoso teorema de la aplicacién abierta afirma que toda aplicacién lineal
continua y sobreyectiva entre espacios de Banach es una aplicacién abierta.

Observacion. Cabe senalar lo siguiente respecto del teorema de la aplicacién inversa. Sea
la funcién F' : U ¢ R"™ — R", donde U es un abierto de R™. Si F'(a) es invertible,
con a € U, pero F no es de clase C! en U, entonces la condicién de invertibilidad de
la matriz F’ no se propaga a puntos cercanos y no podemos asegurar la existencia de
aplicacién inversa local en un entorno del punto a. No obstante, se puede probar que si F’
es diferenciable (no necesariamente de clase C'!) sin puntos criticos en todo U, entonces F
es un homeomorfismo local en U y existe inversa diferenciable en aquellas regiones donde
exista inversa topolégica. En particular, F' es un difeomorfismo local, cf. [6, Theorem 4.3].

Estamos ahora en disposicién de enunciar algtin resultado donde se obtiene inyectividad
global a partir de inyectividad local e inyectividad en la frontera. Véanse [14] y [17]. Estos
resultados aparecen en mecdanica y elasticidad en relacién con la impenetrabilidad de la
materia, es decir, se trata de teoremas en los que se descarta la penetrabilidad de la materia
en el interior de un cuerpo teniendo informacién sobre la deformacién que se produce en
la frontera del cuerpo.

Teorema 3. Sean 9y y Mo variedades topoldgicas de dimension n > 2 y f una funcion
continua definida en el compacto K C 9y con valores en My. Supongamos que

i) Mo\ F(K) 0.
it) f es localmente inyectiva en K.
i11) OK es conexo y f es inyectiva en OK.
Entonces f es inyectiva en K.

El teorema sigue siendo cierto aunque la condicién ii) deje de cumplirse en una cantidad
finita de puntos en el interior de K. Una situacién comin en la que se puede aplicar el
resultado anterior serfa la siguiente. Sea F' : K C R™ — R” una funcién de clase C'' en un
entorno abierto U del compacto K que no tenga puntos criticos en U. Entonces, si F' es
inyectiva en el conjunto conexo JK, lo es también en K.
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En el caso particular anterior podemos permitir que la frontera de K tenga varias
componentes conexas —siempre que ahora K sea conexo— debido al resultado siguiente
que complementa el Teorema 3.

Teorema 4. Sean 9y variedad topologica compacta, conexa y con frontera y Msy variedad
sin frontera simplemente conexa. Sea f : My — My una aplicacion continua tal que

i) f es homeomorfismo local en ;.
it) f es inyectiva en cada componente conezxa de la frontera de M.
Entonces f es inyectiva en M.

Es interesante senalar que la demostracién de este ultimo resultado se limita a aplicar
de manera adecuada el Teorema 1 a una extensién de f sobre una variedad sin frontera
que contiene a M.

Véase también [4, Section 5.5], donde se enuncian versiones similares de los Teoremas
3y 4 en el contexto de la elasticidad y de las deformaciones de cuerpos sélidos. En ese
contexto es natural exigir que la transformacion f : U C R™ — R" preserve la orientacién,
es decir, det f’(x) > 0 para todo x € U. Un resultado curioso sin condiciones de frontera
y que no es dificil de probar —véase [4, Theorem 5.6.1]—, afirma que si f: Q C R3 — R?
es una funcién de clase C! en un entorno de Q, donde Q es un dominio acotado, con
det f'(x) > 0 para todo = € Q, y verifica

/] /Q det f/(z) dz < Vol(£(52)),

entonces f es inyectiva en 2. Es decir, si la transformacién f preserva la orientacion y la
integral que calcula el volumen de la imagen —en el caso de ser f inyectiva— no excede
el volumen de la imagen, entonces se puede afirmar que f es inyectiva.

3. Condiciones sobre la matriz jacobiana

El resultado mds antiguo de este tipo se debe a Hadamard [8] y su demostracién guarda
muchos puntos de contacto con la del Teorema 1 en el sentido de que al final se prueba
que la aplicacién involucrada es una aplicacion recubridora.

Teorema 5. Sea F : R™ — R" un difeomorfismo local de clase C* tal que
+oo
/ min ||F'(x)" |~ dr = +oo0. (1)
o ll=r
Entonces F' es biyectiva.

En particular, si ||F'(x)7!|| < M para todo € R", entonces F es biyectiva. El
teorema es cierto para aplicaciones entre espacios de Banach, véase [2, Theorem 5.1.5].
Obsérvese que, para el caso n = 1, la condicién (1) se puede reescribir como

a +oo
/ F'(z)dx = 400, / F'(z)dx = 400,

—0o0
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ya que podemos suponer que F’(x) > 0 para todo x € R. Obviamente, en este caso simple
la funcién F' es directamente inyectiva al ser monotona creciente, pero la divergencia de las
integrales anteriores es lo que asegura la sobreyectividad de F' al obligar a que la funcion
F' crezca suficientemente rapido. Otra manera de verlo es que obliga a que la funciéon F
sea propia «al mandar el infinito al infinito».

Ejemplo. Podemos efectuar los calculos correspondientes para el conocido ejemplo
F(z,y) = e*(cosy,seny),

que es un difeomorfismo local de clase C'' en R?, pero claramente no es una aplicacién
biyectiva. La inversa de la matriz jacobiana F’ es igual a

F’(ac,y)*1 =e *

cosy seny
—seny cosy .

Por tanto, al ser la matriz que aparece en la expresién anterior una matriz ortogonal,
tenemos || F'(x)7!|| = e~ y asi se cumple

1F" () 71| = e

Entonces,

+o0 +o0 +o0
/ inf ||F'(x)" Y dr = / inf e*dr = / e "dr=1.
0 0 0

l|zll=r |z|=r

Por otro lado, no es dificil encontrar ejemplos que muestran que la condicién (1) no es
una condicién necesaria. Uno de ellos es la funcién S(z,vy,2) = (z + y%,y + 22, 2). Véase,
para los cdlculos detallados, [15, Example 3.7].

Observacion. Es facil ver que

IF' ()~ = Hrzﬂ\ffl [1F'(z) - vll, (2)
lo que puede facilitar la aplicaciéon del Teorema 5. A este respecto, en [15, Theorem 1.5],
se prueba un teorema andlogo al Teorema 5 con la condicién

+00
/ ‘min |F'(z) - v|| dr = +o00 para todo v € R™\ {0},
0

|z||=r

que, a la vista de la igualdad (2), resulta ser una condicién més debil que (1) y de calculo
mas facil. De hecho, puede utilizarse para comprobar que la funcién S definida anterior-
mente es un difeomorfismo global, lo que por otra parte es muy sencillo de comprobar
directamente.

Esencialmente, la condiciones anteriores nos dicen que la norma de F’ no puede hacerse
muy pequena en R". El siguiente resultado [3, Theorem 1.1] abunda en la misma direccién,
pero desde otro punto de vista. Recordemos que los valores singulares de una matriz real
A son los autovalores de la matriz AA?.
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Teorema 6. Sea F : R" — R"™ una aplicacion de clase C'. Supongamos que todos los
valores singulares de las matrices F'(x) estdn uniformemente alejados de 0 cuando x € R™.
Entonces F' es injectiva en R™.

Una conjetura relacionada con el Teorema 6 afirma que si todos los autovalores de las
matrices F’(x) estdn uniformemente alejados de 0 para x € R™, entonces F es inyectiva
en R”. Esta condicién, asi como la de los valores singulares, no es una condicién necesaria,
como muestra el caso de la funcién unidimensional f(z) = arctan z.

Finalizamos con unos resultados importantes debidos a Gale y Nikaido [5] en donde
se imponen sobre la matriz jacobiana condiciones que tienen un caracter mas algebraico.
Veamos algunas definiciones previas. Una matriz real cuadrada A es una P-matriz si todos
sus menores principales son positivos. Los menores principales son los determinantes de
las submatrices que se obtienen de A al eliminar las mismas filas que columnas, tanto
en ntmero como en el lugar que ocupan. Una matriz cuadrada de dimensién n tiene
exactamente el nimero combinatorio n sobre k£ menores principales de orden k.

La matriz A (no necesariamente simétrica) es definida positiva si 7 Ax > 0 para todo
x € R™ no nulo. Se corresponde exactamente con que la parte simétrica de A, es decir
(A + AT)/2, sea una matriz definida positiva. Se puede probar que todas las matrices
definidas positivas son P-matrices.

Una region rectangular en R™ es una regién cerrada del tipo

R={(z1,29,...,2,) €ER" 1 a; <u; <b;, i=1,...,n}.

La regién R puede ser degenerada teniendo entonces interior vacio. Ahora ya estamos en
disposicién de enunciar el siguiente resultado.

Teorema 7. Sea F : R C R® — R" una aplicacién de clase C* en un entorno de la
region rectangular R. Supongamos que la matriz jacobiana F'(x) es una P-matriz para
todo x € R. Entonces F' es inyectiva en R.

Ejemplo. Podemos analizar el ejemplo anterior a la luz de este resultado. Como

Fle,y) + F'ey)” _ . [y 0 ]

2 0 cosy

se tiene que la matriz jacobiana F’ es definida positiva —y, por tanto, es una P-matriz—
en todo restangulo cerrado [z, x9] X [-7/2+¢€,m/2 —¢], con € > 0y 1 < x9 arbitrarios.
Por consiguiente, F' es inyectiva en la franja horizontal R x (—7/2,7/2) y, debido a la
periodicidad en la variable y, en cualquier franja horizontal del tipo

{(z,y) eR? : |y —yo| < 7/2, yo € R}.

Si ahora exigimos méas a la matriz jacobiana, podemos ampliar —exigir menos a— la
geometria del conjunto donde se demuestra que la funcién es inyectiva.

Teorema 8. Sea F : C C R® — R" una aplicacién de clase C' en un entorno de la
region converxa cerrada C. Supongamos que la matriz jacobiana F'(x) es definida positiva
(negativa) para todo & € C. Entonces F' es inyectiva en C.
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Ejemplo. Consideramos ahora la aplicacién
G(z,y) = (2% — y*, 2zy).
G es una aplicacién de clase C' en R? con matriz jacobiana

2 —2y
G'(z,y) = :
2y 2z

2¢ 0
0 2z
que es definida positiva si > 0. Por tanto, podemos deducir que G es inyectiva en todo
el semiplano = > 0.
No siempre se obtiene, mediante estos criterios, la mayor region de inyectividad posible.

Asf como G procede de la funcién de variable compleja g(z) = 22, podemos buscar la
correspondiente funcién real asociada a h(z) = 23, que resulta ser

La parte simétrica es

H(z,y) = (2* = 3zy?,32%y — ¢°).

Es claro que
322 — 3y? —6xy ]

6xy 322 — 3y2

322 — 3y? 0
0 302 — 342

que es definida positiva en la regién convexa C' = {z > 0,z > |y|}. La regién C es un
sector circular abierto de amplitud angular 7/2 con vértice en el origen y centrado en
6 = 0, mientras que la funcién H es inyectiva en un sector similar de amplitud 27 /3.

cuya parte simétrica es

Totik [16] ha demostrado recientemente que la geometria de los dominios en los Teo-
remas 7 y 8 es esencial y no se puede ampliar o debilitar. En efecto, en [16] se demuestra
que si K es un conjunto compacto para el cual se verifica el Teorema 7 (respectivamente,
el Teorema 8) con K en lugar de R (respectivamente, en lugar de C'), entonces K es una
regién rectangular (respectivamente, una regién convexa cerrada).

Observacion. Los teoremas que aparecen en estas notas siguen siendo actualmente objeto
de investigacion activa, generalizdndose a problemas débiles y demostrandose para aplica-
ciones con menor regularidad. Buena prueba de ello es el reciente resultado [1, Corollary
2.3], donde se demuestra que una consecuencia del teorema de Hadamard (Teorema 5) es
cierta sin exigir que el difeomorfismo local sea de clase C. Véanse también [10], para resul-
tados que presuponen inyectividad en la frontera y [7], para extensiones de los resultados
de Hadamard a espacios métricos.
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