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Prodlogo

En este documento se presentan los exdmenes de la asignatura de Ampliacién de
Célculo del Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales, desde el comienzo de la
Titulacién, en el curso académico 2011/12. Como puede observarse en el indice, hay
ejercicios de diversos tipos.

En el curso hay dos convocatorias oficiales, una ordinaria (finales de mayo, primeros
de junio) y una extraordinaria (finales de junio, primeros de julio). Para la convocatoria
ordinaria puede optarse por Evaluacién Continua o por Examen Final.

Durante los tres primeros cursos del grado, en la evaluacion continua el profesor de
cada grupo asignaba un porcentaje de la nota y el resto se repartia entre dos pruebas
comunes: la Primera Prueba Comiin, aproximadamente a mitad de curso —de tipo test—y
la Segunda Prueba Comin —normalmente dos problemas— a final del curso y que coincide
en fecha con el examen final de la asignatura —habitualmente, una prueba tipo test y un
par de problemas—. A partir del curso 2014/15 hemos decidido suprimir la Primera Prueba
Comtn, asi pues los estudiantes de evaluacion continua solo tendrédn una prueba comun
(en el curso actual, 2017/18 con un valor del 50 %) y que sera coincidente en fecha con el
examen final de la convocatoria ordinaria.

Aqui se recogen todos los ejercicios de las pruebas comunes y examenes tanto de
convocatorias ordinarias como extraordinarias celebradas hasta el momento.

Esperamos que resulte de utilidad como material de trabajo.

Los PROFESORES DE LA ASIGNATURA
Madrid, febrero de 2018
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Curso 2011/12

Convocatoria ordinaria

EC. Primera prueba comiin

Pregunta 1. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, marcando con
un aspa la opcién que proceda.

1. Se cumplen las hipotesis para poder afirmar que

/ Fidx + Fody = // (% — @) dxdy ,
o0

donde € estd definido por 1 < z? + y? < 10, 9 es la frontera de Q orientada

adecuadamente y
T Y
F(z,y) = , .
o) <<x2+y2>2 <x2+y2>2)

v FL]

2. Se cumplen las hipétesis para poder afirmar que

F, OF
/ Fidz + Fody = // (@ - @) dady
o0 y

donde Q esta definido por (z —3)* 4+ ¢*> < 1, dQ es la frontera de Q orientada

adecuadamente y
11
F
- ()
VL] FL

3. Se cumplen las hipdtesis para poder aplicar el teorema de Green al campo F'(z,y) =

(2%y, —zy?) v la curva I’ con ecuacién

72

4

recorrida desde el punto (4, 0) hasta el punto (—4, 0) en sentido contrario a las agujas
del reloj.

v FL

+y'=1,



4. Se cumplen las hipotesis para aplicar el teorema de Green a la curva

4yt =1,
r4+y+2=0,

orientada adecuadamente, y al campo F(x,y) = (xy, vz, yz).

vl rL]

Pregunta 2. Sea Q2 C R? un conjunto abierto y conexo y F': Q C R? — R? un campo
vectorial de clase 1 en €. Si F' = (Fy, Fy) , se considera la ecuacion:

OF,  OF,

V(z,y) € Q: o on (1)

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, marcando con un aspa la
opcién que proceda.

/ F - ds = 0 para toda curva de Jordan I' contenida en €2, entonces F' verifica
la igualdad (1) en 2. V |:| F D

2. Si F verifica la igualdad (1) en €, entonces F' es conservativo en Q. V |:| F D

3. F admite potencial escalar en € si y solamente si F' es conservativo en 2. V D F
4. Si el conjunto €2 es, ademas, simplemente conexo, entonces para toda curva de Jor-

dan I' contenida en €2 se cumple [ F'-ds = 0 si y solamente si F' verifica la igualdad

(1) en Q. VD .

[]

Pregunta 3. Se considera la circunferencia C' : 22+ (y — M )2 =1, donde M es el maximo
digito entre las unidades, decenas y centenas de su ntimero de matricula.

Sea I la circulacién del campo F (x,y) = (2?y,y*z) sobre la curva C orientada posi-
tivamente. Sea J la integral doble

J = // (x2 — y2) dxdy.
22+ (y—M)3<1

1. Determinar el nimero a tal que [ = aJ. a=




2. Calcular el valor de I. I =

Pregunta 4. Se considera una circunferencia de radio R con densidad lineal de masa en
cada punto igual a la distancia del punto a una recta fija que pasa por el centro de la
circunferencia y es coplanaria con ella. Se pide hallar la masa de la circunferencia.

Masa de la circunferencia =

Pregunta 5. Sea el arco de curva parametrizado p(t) = (1 + cos2t,sen2t,2sent), t €
[0,7/2] y el campo vectorial F(z,y,2) = ((x —1)? + y?, 2% + y? + az?, M) donde M es el
maximo digito entre las unidades, decenas y centenas de su nimero de matricula.

1. Calcular el valor de a para el cual dicho campo es constante sobre la curva.

a =

2. Para dicho valor de a, calcular la circulacion I de F' sobre el arco de curva.

I =

Respuesta:
= Pregunta 1. 1.1. Verdadero. 1.2. Falso. 1.3. Falso. 1.4. Falso.

= Pregunta 2. 1.1. Verdadero. 1.2. Falso. 1.3. Verdadero. 1.4. Verdadero.

Pregunta 3. 3.1. a = —1. 3.2. I = M*r.

Pregunta 4. Masa de la circunferencia = 4 R?.

Pregunta 5. 5.1.a=1. 52. 1 =2(M —1).

Examen final (EF) y segunda prueba comiin (EC)
Problema 1 (EC/EF)

Se considera la superficie cénica 22 + y* = 2% (z > 0). Se pide:
1.- Calcular el area de la porcion de superficie conica Y interior a la superficie esférica
2 4+ y* + 22 = 2by (b > 0).
2.- Calcular el centroide de 3.

Respuesta:



Resolvemos el problema por dos procedimientos: primero, proyectando Y sobre el plano
XY y segundo, parametrizando la superficie.
PRIMER METODO:

1.- Calculamos los cosenos directores de ::
cosa:cosﬁzcosv:i 1
vy JPepe?
1
1
2]

NeNZETT
1

V2
La curva interseccién de la superficie esférica y la superficie cénica es

22 4 y? = 22
I'=
2 +y? + 22 =2y

=+
= |cosvy| =

El cilindro que proyecta I' sobre el plano XY se obtiene eliminando z en esas ecuaciones:

vy

Por tanto, la proyeccién de I' sobre el plano XY es la circunferencia

) b\>  b?
‘ +(y_§) 4
) b\> b

— — < —
x—i—(y 2)_4

1

AN
208 + 2P =2y & PHyi=by < ZL‘2+( >

Sea B el circulo



y B’ el semicirculo contenido en el semiplano z > 0.

Se tiene entonces:

Area (3) = //2 do
e
= \/5//3 dxdy

= /2 Area (B)
7h2\/2
T

2.- Denotamos el centroide por (z,, Yy, 24)-
Por simetria, z, = 0.

Calculamos la integral de superficie

I:://yda
M
// dxdy
= Yy
B |cos7|
:ﬂ//ydxdy
B
:2\/5// y dxdy

=22 / / p* sen 6 dpdf) (por cambio a coordenadas polares)

/2 bsen 6
:2\/5/ sen@d@/ p*dp
0 0

ya que, escribiendo B en coordenadas polares, se obtiene p? < bpsen 6 y el semicirculo en
coordenadas polares estd dado por

0<0<73
0<p<bsend



luego

by
1:2\/53/ sen” 0 db

0
V2 (5 1
=3 5(5’5)

5 1
PYUONGO
3 I'(3)

31, (1 2
V222 (2)
3 2
_b37r\/§

8

Por tanto,

I B 312 . Th%\/2

Yo Area (%) 8 4



Calculamos ahora la integral de superficie

Ji= [[ za0

dxd
= // \/ 12 +y2 ray
B |cos 7]

= \/5// Va? +y*drdy

B
= 2\/5// V2 + y? dedy
=2V2 / / p? dpdf (por cambio a coordenadas polares)

w/2 bsen 6
= 2\/5/ d@/ 0% dp

0 0

2283 [T/
= V2 / sen® 0 df
0

3
2V2p* (772
= V2 / sen 0(1 — cos® #) df
3 Jo
9 3 3p977/2
= v2b {—cos@%—cos 9}
3 0
_AV*Y2
9
o O AV2 V2 16D
9 Area(¥) 09 4 91

Luego el centroide de Y es:

b 16b
(Tg:Ygr 29) = (07 3 9—7T> :
SEGUNDO METODO:

1.- La curva interseccion de la superficie esférica y la superficie conica es
2?4yt = 22
I'= 2,2 .2
oty + 27 = 2by.
El cilindro que proyecta I' sobre el plano XY se obtiene eliminando z en esas ecuacio-
nes:

A
202+ 2y =2y & PHyi=by & x2+(y—§) .

Por tanto, la proyeccién de I sobre el plano XY es la circunferencia

) b\* b

7



Una parametrizacién de la porciéon de superficie considerada estd dada por (D, X)
siendo

r=u
Y(u,v) = y=v
2 = Vu? + v?
y
b\> b2
D = ) € R?: 42 —=) <—3.
{(uv) u—i—(v 2)_4}
El vector normal a la superficie es
t J k
10 ———
n=% xX = V2 1 02
v
01 ———
Vu? 4 v?
ut v]
= — — +k,
Vuz+0v2 V2 + 02
de donde
s u?4v?
In|® = oo s +1=2

Por tanto,

Area (%) = //2 do
= //D|n|dudv
= \/5//[) dudv

= /2 Area (D)
h2\/2

4

2.- Denotamos el centroide de X por (x,,v,, z,) ¥ €l centroide de D por

(up,vp) = (O, g) .

Por simetria, z, = 0.



Calculamos la integral de superficie

I:://Eyda
://Dv|n|dudv
:\/5//Dvdudu

= /2 Area (D) vp
Th3/2

8
ya que
1
vp = 7// v dudv .
Area (D) JJp
Por tanto,
L V2 a2 b
BT Rea () 8 427

Calculamos ahora la integral de superficie

7= [[ za0

:// Vu? + v?|n| dudv

D

:\/5// Vu? + v2 dudv
D

=2 / / p? dpdf (por cambio a coordenadas polares)

s bsen
= \/5/ d9/ p*dp
0 0

yva que el circulo D en coordenadas polares esta dado por

0<o6<nm
0<p<bsend

Por tanto,

3 3

3 2 ™ 3 2 ™ 3 2
J:b\/_/ sengédézb;/_/ sen&(l—cos%’)dé’:b\f[—cosé’+
0 0

J o APV2 V2 16b

= oz, =

Area (%) 9 4 on

cos’ 6
3

|

™

0

4h3/2
9

I



Luego el centroide de Y es:

b 160
0, =, —|.
(’2’9%)

(xg, Yg» Zg)

Problema 2 (EC/EF)

Sea el conjunto compacto de R? situado en el semiespacio z > 0 y limitado por las
superficies

P4yt =1, 224+ +22=1, =4

y % = 0N la superficie frontera de €2, orientada segin el vector normal saliente. Se
considera el campo vectorial F(r) = r/||r|3.

1. La superficie ¥ estd formada por varias superficies regulares. Calctlese el flujo de
F' que sale a través de cada una de ellas.

2. Sea I' una curva sobre ¥ cuyos extremos inicial y final son, respectivamente, (0,0, 4)
y (0,0, 1). Calcilese la circulacién de F' a lo largo de I'.

Nota: Los resultados conocidos del campo F' que se hayan visto durante el curso pueden enunciarse sin
demostracion.

Solucidn.

1. ¥ estd formada por tres superficies regulares: el disco D = {(z,y,2) € R* / 2 +y* <
1, z = 4}; la superficie cilindrica C' = {(z,y,2) e R® /2 +¢y* =1, 0< 2 <4} yel
casquete esférico Q = {(z,y,2) e R3 /22 +y*> + 22 =1, 2 > 0}.

El campo F es solenoidal y continuamente diferenciable en su dominio de definiciéon
R3\ {0}, dado que 0 ¢ Q, puede aplicarse el teorema de Gauss y se concluye que

[[[ave- [[r-[[ e [[ 5 [[r0

Basta entonces con calcular dos cualesquiera de los flujos salientes y despejar el
tercero. Nosotros calcularemos los tres:

a) Flujo que sale a través de D orientado por k, con la parametrizacién natural
wD(x>y) = (.’L‘,y,4), LEQ + y2 < 1.

4
Op = F = F k= dxd
b //D / D //$2+y2§1 (.TQ + y2 + 16)3/2 vy

Calculamos esta ultima integral mediante un cambio de variables a polares,

4p ~1 ! 11
%:// P dpd) =87 :877(———>.
0,1]x[0,2x] (p? 4 16)3/2 (p* +16)/2] 4 V1T

10




b) Flujo que sale a través de C'. Parametrizamos la superficie del cilindro mediante
Yo(t, ) = (cost,sent, ), (t,A) € [0,2n] x [0,4], el vector normal asociado es:

ik
Ovc X o =| —sent cost 0 | = (cost,sent,0)
ot O\ 0 0 1

Este vector normal, por ejemplo en ¢t = 0 es (1,0,0) que, efectivamente, apunta
hacia el exterior de la cara cilindrica. Calculemos el flujo,

o / / / / S S / b
= = 27 .
¢ c 0,27]x[0,4] ( 1)3/2 o (A2+1)3/2

Calculamos esta ultima integral mediante el cambio de variable u — A = shu
que transforma el intervalo [0,sh™" 4] en [0, 4],

/4L_/S‘”4d__th 4
o (2132 ch?u VT

con lo que

c¢) Flujo que sale a través de . El vector normal exterior unitario del casquete
como parte de la superficie ¥ es n(r) = —r, por tanto:

// //Q o (TTde = —AQ) = 2w

donde se ha tenido en cuenta que la altura y el radio del casquete son ambos
iguales 1.

Naturalmente la suma de los tres flujos es nula:

11 87
Bp+ Do+ Bp =87 (= — —— )+ = _or—0.
preTm e (4 \/17) V17

2. El campo F es irrotacional en su dominio de definicién, que es simplemente conexo,
por lo tanto es conservativo. Vamos a calcular la circulacién por dos procedimientos:

I

a) Es conocido que un potencial escalar del campo F es f(r) = —||r|~', entonces

1 3
/FF:/Fszf(o,o,l)—f(o,o,zL):—1+1=—Z.

11



b) La circulacién a lo largo de I' depende exclusivamente de los extremos inicial
y final de la curva. Podemos escoger cualquier curva con esos extremos que no
pase por el origen, no es necesario que esté sobre la superficie ¥; la més sencilla
es el segmento orientado S = [(0,0,4), (0,0, 1)] que puede parametrizarse en el
intervalo [0, 3] mediante 7(¢) = (0,0,4 — t). De esta forma:

/FF:/SF:/OSF(r(t))-r’(t) dt:/ogﬁdtz—%

Observemos que este procedimiento puede interpretarse como una aplicacion
del teorema de Stokes, como sigue:

Sea S~ =1(0,0,1),(0,0,4)] el segmento del apartado anterior pero con el sen-
tido de recorrido opuesto; la curva I' U .S~ es cerrada; tiéndase sobre ella una
superficie M orientada coherentemente y que no pase por el origen, en virtud
del teorema de Stokes:

| p=[Fs[ P=[[wr-0= [F-—[ F-[F

Problema 3 (EF)

Este problema consta de dos apartados independientes:

3.1. Se considera el toro solido engendrado cuando el disco de la figura, situada en el
plano Y Z, gira alrededor del eje z

z

BNE

La densidad volumétrica de masa (kg/m?) en cada punto del toro es proporcional a
la distancia de dicho punto al plano XY, siendo K la constante de proporcionalidad. Se
pide calcular la masa del toro.

3.2. (A) En lo sucesivo, © es un abierto conexo de R® y F' es un campo vectorial de
clase 1 definido en 2. Estudiar la veracidad o falsedad de los siguientes enunciados.
Nota: Para que la respuesta se considere correcta, en caso de ser cierto un enunciado se
debe razonar adecuadamente su veracidad (por ejemplo enunciado el resultado o teorema
que se esté utilizando). En caso de ser falso, se debe razonar adecuadamente su false-
dad (por ejemplo proporcionando un contraejemplo). Se supone que todas las curvas y
superficies que aparecen son de clase 1.

12



. Si F es irrotacional en {2 entonces la circulacién de F' sobre cualquier curva cerrada
contenida en €2 es cero.

. Si ¥ es una superficie cerrada contenida en (2, se cumplen las hipdtesis para aplicar
el teorema de Gauss a F' en el interior de ¥ (se supone que ¥ esta orientada segin
la normal saliente al interior de X).

. Sea I' una curva cerrada contenida en 2. Sea ¥ una superficie cuyo borde es I' y tal
que ' y X estéan orientadas de forma coherente. Entonces se cumplen las condiciones
para aplicar el teorema de Stokes a F'y 3.

. Sea ¢ un campo escalar de clase 2 definido en €2 y del que se sabe que es armoénico.
Sea A un conjunto contenido en {2 cuya frontera es una superficie ¥ que suponemos
orientada con la normal entrante a A. Entonces se puede asegurar que el flujo de
grad ¢ sobre Y es nulo.

. Si F' admite un potencial vector en {2 entonces (2 es estrellado y F' es solenoidal en
Q.

Solucion al apartado 3.1. Por definicién, la masa pedida esta dada por

M = ///Tp(x,y,z) dxdydz

donde p denota la funcién densidad. Puesto que la distancia de un punto al plano XY es
|z| (nétese la importancia del valor absoluto) tenemos

p(x,y,2) = K|z

donde K tiene unidades de kg/m?. Por ello

M:K/// |z| dedydz
T

Como T estéd acotado y es medible Jordan (es decir, es un conjunto sobre el que tiene
sentido integrar) y la funcién |z| es continua y por ello acotada en T, la integral triple
existe en sentido propio.

Puesto que la funcién |z| es par en z, par en y y par en z y puesto que el toro es

simétrico respecto de los tres planos coordenados, tenemos

M =8K /// zdxdydz

donde T™ es la porcién del toro contenida en el primer octante y donde hemos suprimido
el valor absoluto porque en dicho octante z es no negativa.

13



Obsérvese que si hubiésemos escrito (de manera incorrecta) que p(x,y,z) = Kz (es
decir, sin el valor absoluto) tendriamos que la integral resultante

K/// zdxdydz
T

valdria cero, pues 1" es simétrico respecto del plano z = 0 y la funcion subintegral es impar
en z. Puesto que la masa de un cuerpo con volumen positivo no puede ser cero, esto nos
deberia hacer reflexionar y darnos cuenta del error que hemos cometido.

Para calcular la integral en principio se puden seguir distintos procedimientos. A con-
tinuacién veremos tres de ellos:

Método I. Para llevar a cabo la integracion fijamos primero la z e integramos en XY

Entonces tenemos "
MzSK/z(// dxdy)dz
0 z

donde M, es el recinto plano correspondiente a la interseccién de T™ con un plano paralelo

al XY trazado a altura z. N

M, es una porcién de corona circular con radio interno y externo r1(z) y r2(z). Claramente,
estos radios seran funcién de z. Para calcular ri(2) y ro(2) basta acudir la siguiente figura

Para cada z estamos buscando los dos valores de y sobre la circunferencia. La ecuacién
de la circunferencia (en el plano Y'Z) es

(y—d)’ +2° =a?

con lo que tenemos, despejando y,

r(z) =d—+Va*— 22
ro(z) =d+ Va? — 22



Por otro lado, [[,, dydz es el drea de M., es decir,

3

W

/I drdy = Area(M) = § (132) —#3(2) = <<d+ va==)" - (- ﬁ)) _
= %401\/@ = rdvVa? — 22

Por lo tanto,

M:8K/ z(// da:dy)dz:&rKd/ 2va? — 22dz =
0 . 0

1 (a2 — 22 3/2
srica | M2 o) 8 kg
2 3/2 3

que es el resultado buscado. Obsérvese que, como K tiene unidades de kg/m* y a y d
unidades de longitud, el resultado tiene, como debe ser, unidades de masa.

Hay que hacer constar que el método seguido es esencialmente equivalente a hacer un
cambio a cilindricas e integrar primero en p y 6 y luego en z.

Método II. Otra posibilidad para llevar a cabo la integracion es fijar primero = e y e
integrar en z. Entonces tenemos

h(z,y) 1
M = 8K /// zdxdydz = 8K// (/ zdz) drdy = 8K// §h(x,y)2dxdy
* * 0 *

donde B* es la proyeccién de T™ sobre el plano XY

A

y donde z = h(x,y) es la ecuaciéon de la superficie del toro en el primer octante. La
ecuacion de la superficie torica se puede sacar considerando la seccién del toro con un
plano que contenga al eje z

(p—d)° +22=a?
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Si llamamos p a la distancia al origen, es decir, p = y/x? + y? tenemos que la ecuacién
de la circunferencia en el plano pz es

(p—d)?+ 2% =d
con lo que la ecuacién de la superficie térica es
2
<\/x2 +y? — d) + 22 =a?

Por lo tanto, en el primer octante

z:h(x,y):\/aQ— (\/m—d)2

Por tanto,

2
—4K// thydacdy—élK// ( — (Va2 + 2 —d>)dxdy:
:4Ka2// dxdy—4K// x2+y2—d) dxdy:4Ka2Area(B*)—4KJ:

I
J

_ 4Ka2% ((d+a)* = (d—a)?) — 4K J = 4nKda® — AK.J

Para calcular J hacemos un cambio a polares

d+a
// Va2 +y? - dxdy = / / —d)? pdpdf =
- d

T d+a T T a ) 5
—§/d_ (p—d)? pdp = 5/_@ (d+ u) du —5/ (du® 4+ u?) du =

@ cambio p—d=u —a

™

= —/ 2du2du:zda3
2/ 3

simetria

con lo que

8
M = 4ArKda® — 4K J = ngda?’

Hay que hacer constar que el método seguido es esencialmente equivalente a hacer un
cambio a cilindricas e integrar primero en z y luego en p y 6.

Método III. Utilizaremos que el sélido T™ se puede parametrizar usando 3 variables que
tienen una interpretacion geométrica muy clara y usaremos dicha parametrizacion para
hacer un cambio de variable que transforme el toro en un rectangulo.
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Consideremos las variables 6, u y t definidas en la siguiente figuras:

d + ucost ‘

Usando las 3 variables anteriores, los puntos de T™ se pueden describir de la siguiente
forma

r = (d+ ucost)senf (2)

r = (d+wucost)cosd ; HE[O,g],uE[O,a],tE[O,W]
z =usent
Ahora introducimos el cambio de variable (z,y, z) = ¢ (0, u,t) definido por (2). Cla-

ramente ¢~ (T%) = B donde B := [0, 5] x [0, a] x [0, 7].
El cambio es de clase 1 y el jacobiano del cambio vale

(d+wucost)cosf costsenf —usentsenf
Jo (0,u,t) =det | —(d+wucost)senf costcosf —usentcosf | =

0 sent ucost
cosf costsenf —sentsend
=(d+wucost)udet | —senf costcosf —sentcosf | =
0 sent cost

= (d+ ucost) u (cos® f cos®t + sen” @ sen® ¢ + sen” 6 cos® t 4 cos® fsen’ t) =

= (d+ ucost) u (cos® § [cos® t + sen®t] + sen” @ [cos® ¢ +sen’ t]) =
= (d+ucost)u (cos® 0 + sen’ ) = (d + ucost)u

que solo se anula en la frontera de B. Ademas el cambio es inyectivo salvo en la frontera

de B con lo que se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de cambio de variable
en integrales multiples.

Como (d + ucost) y u son no negativos, entonces J¢ (6,u,t) > 0 y entonces
|Jp (0,u,t)| = (d+ucost)u
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Asi

M = 8K///* zdxdydz = 8K ///B (usent) (u (d+ ucost)) dudtdd =

:8K/2/ / (du2sent+ugsentcost) dudtdf =
o Jo Jo

:8KE/ du2/ sentdt+u3/ sentcostdt | du =
2 Jo Jo 0

g

' '

! I
T o, 8 4
=8K—-2d udu = —da
2 0 3

Solucion al apartado 3.2.

1. Si F' esirrotacional en €2 entonces la circulacion de F' sobre cualquier curva cerrada
contenida en ) es cero.

Falso. Por definicién, decir que la circulacién de F' sobre cualquier curva cerrada
contenida en () es cero equivale a decir que F' es conservativo en €2, con lo cual el
enunciado se podria parafrasear: Si F' es irrotacional en ) entonces F' es conser-
vativo en ).

Ahora bien, el que F' sea irrotacional en () es condicién necesaria para que F' sea
conservativo en €2, pero no es condicién suficiente. Un contraejemplo es el siguiente:
si se toma el campo

F(m,y,z) = (—y,I,O)

x2+y2

este campo es de clase 1 e irrotacional en el conjunto € := R3\{eje z}. Sin embargo,
F no es conservativo en (). En efecto, sea la curva I' cerrada de ecuaciones

4+t =1
F{ z=10

y que muestra la figura
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La curva I estd claramente contenida en €). La circulacién de F' sobre I' (orientada
de forma que si miramos desde arriba se recorra en sentido contrario a las agujas
del reloj) vale 27,con lo que F no puede ser conservativo en ).

El enunciado seria verdadero si al conjunto adicional se le hubiese puesto la condicion
adicional de ser simplemente conexo. En el contraejemplo el conjunto € := R? —
{ejez} no es simplemente conexo.

. 51 X es una superficie cerrada contenida en §2, se cumplen las hipotesis para aplicar
el teorema de Gauss a F en el interior de 2 (se supone que Y. estd orientada segun
la normal saliente al interior de X3)

Falso. Para que el teorema de Gauss se pueda aplicar a F' en el recinto int X,
el campo F' debe ser de clase 1 en un abierto que contenga a > y a su interior.
Sabemos que F' es de clase 1 en €2 y que X esta contenida en ), pero esto en
principio no implica que se cumpla intYX C 2. Veamos un contraejemplo: el campo
newtoniano F(r) = 7/ ||r||> es de clase uno en Q := R?\ {0}. Sea ¥ la esfera unidad
2?2 +y? + 2% = 1. Claramente ¥ estd contenida en ) pero 2% + y? + 22 < 1 no esté
contenido en €2, y por ello no se puede aplicar el teorema de Gauss F' en el recinto
int 2.

. Sea I una curva cerrada contenida en 2. Sea X una superficie cuyo borde es I' y tal
que I y X estdan orientadas de forma coherente. Entonces se cumplen las condiciones
para aplicar el teorema de Stokes a F y 3.

Falso. Para que se pueda aplica el teorema de Stokes a un campo F' y a una
superficie X3, el campo F' debe ser de clase 1 en un abierto que contenga a la superficie
y ademas la superficie X y su curva frontera I' deben estar orientados de forma
coherente. Pues bien, aunque en este caso la segunda condicién se cumple, la primer
condicién no tiene por qué cumplirse. En efecto, aunque I' esta contenida en €2
(conjunto en el que F' esta definido y es de clase 1), la superficie ¥ no tiene por
qué estarlo y por ello en principio no tienen por qué cumplirse las condiciones para
aplicar el teorema. Veamos un contraejemplo: el campo

1

F(z,y,z) = 212

(z,9,2)

es de clase 1 en Q := R3\eje 2. Sea I la curva dada por

x2+y2:1
z=0
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y orientada de forma positiva sobre el plano XY . Notese que I' estd contenida en
Q). Sea Y la superficie, que se apoya sobre I', definida por

2yt 4+ =1
z >0,

y consideremos que esta orientada de forma coherente con I'. Pues bien, F' no es de
clase 1 en ningun abierto que contenga a ¥ y por ello no se cumplen las hipdtesis
para aplicar el teorema de Stokes.

El siguiente es otro contraejemplo que hace uso del campo newtoniano F(r) =
r/|r|’. F es de clase 1 en Q := R?\ {0}. Sea I la circunferencia

$2+y2:1
z=10

que claramente esta contenida en (). Sea ahora ¥ la superficie definida por
2+t <1
z2=0

(es decir, la porcién del plano XY contenida dentro de la curva I'). Como ¥ contiene
al origen, F' no esta definida sobre ¥ y no existe ningtin abierto que contenga a X
en el que F sea de clase 1, por lo que no se cumplen las condiciones para aplicar
Stokes.

. Sea ¢ un campo escalar de clase 2 definido en Q) y del que se sabe que es armadnico.
Sea A un conjunto contenido en €2 cuya frontera es una superficie ¥ que suponemos
orientada con la normal entrante a A. Entonces se puede asequrar que el flujo de
grad ¢ sobre ¥ es nulo.

Verdadero. Puesto que ¢ es de clase 2 en €2, grad ¢ es de clase 1 en dicho conjunto.
Como A esté contenido en €2, existe un abierto (concretamente (2) que contiene a A
en el que grad ¢ es de clase 1 y por ello se cumplen las condiciones para aplicar el
teorema de Gauss a F' en el conjunto A. Puesto que X estd orientada con la normal
entrante a A,si aplicamos el teorema de Gauss tenemos

///A div (grad ¢) dedydz = — /2 grad ¢ - do

div (grad ¢) = A¢ = Oen A

¢ es arménica en 2

Ahora,

y por tanto,
/ grad¢ - do =0
X

como queriamos demostrar.
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5. 8t F admite un potencial vector en €2 entonces ) es estrellado y F' es solenoidal
en €.

Falso. Hay un resultado que dice que si un campo F' admite un potencial vector en
un abierto €2 entonces es solenoidal en €2. Lo que no parece tan claro es que 2 tenga
que ser estrellado. Hay otro resultado que dice que si €2 es un abierto estrellado y F'
es solenoidal en €2 entonces F' admite un potencial vector en (). El enunciado cuya
veracidad o falsedad estamos estudiando es el reciproco del resultado anterior.

Para ver que es falso basta con encontrar un contraejemplo. Sea

1

(1,1,1)

que es de clase 2 en el conjunto = R3\ {0}. Sea F := rot G, cuya expresiéon
explicita no hace falta ni siquiera calcular. Como F' se obtiene tomando derivadas
parciales en las componentes de G, claramente es de clase 1 en 2. Por su propia
definicién, F' admite potencial vector en Q (G es potencial vector de F') pero sin
embargo €2 no es estrellado.
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Convocatoria extraordinaria

Problema 1

Este problema consta de dos apartados independientes:

1.1.

1. Se considera el recinto B de R? definido por la condicién 222 4+ y? — 2y < 1. Se pide
calcular la integral
I:// (1—2%2—y2+2y)dxdy
B

2. Sean X1 y X las superficies en R? definidas por
2 2 2
21:{21' +2y (Z) 222—?;—1:0

AV

z

y sea A el recinto acotado de R? limitado por ambas. Sobre A hay definida una
densidad volumétrica de masa (kg/m?), siendo la densidad en cada punto del sélido
proporcional a la distancia de dicho punto al plano XY, es decir, p(z,y, z) = K |z|.
Se pide calcular la masa del solido A.

1.2. Sea el campo F' definido por

(=9,2,0)

F(x,y,z2) = p

donde « es un numero real positivo y donde r := /x? + y? + 22.

1. Determinar razonadamente los valores de a para los que F' es solenoidal en su
dominio de definicion.

2. Sea @ = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1] y sea X la frontera de @ orientada con la normal
saliente. Sea el campo H definido por

-y, 0)

H(z,y,z):= ( p + (2,9, 2)

Se pide calcular razonadamente el flujo de H sobre ..

Solucién al apartado 1.1.
1.1.a. Nos estan pidiendo calcular una integral doble sobre un cierto recinto de integraciéon
B. Estudiemos como es este recinto. La frontera de B esta definida por

202 4yt —2y =1
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Completando cuadrados en la expresion anterior tenemos
22 4 (y —1)° =2

es decir

2
2 (?J_l)

M) g
x° + 7

que es una elipse centrada en el punto (0,1) con ejes coincidentes con los cartesianos y

con semiejes 1y v/2.
Y

x

La funciéon subintegral es continua, y como B es un compacto dicha funcion esta
acotada, con lo que la integral existe en sentido propio. Puesto que la funcién subintegral
es par en x y B es simétrico respecto de x = 0 tenemos

1:2// (1—2x2—y2+2y)dxdy

donde B* es el recinto de la figura.

Para calcular la integral parece razonable hacer un cambio adecuado a elipticas trasla-
dadas (es decir, una traslacién seguida de un cambio a elipticas), pues entonces podremos
transformar B* en un rectangulo. En efecto haciendo el cambio (z,y) = ¢(u,v) definido
por

T = UCOSV
y=1+2usenv

tenemos que ¢~ (B*) es el siguiente rectdngulo

) =01 o

u v

Ademas, la funcién subintegral se puede escribir

1-222 —y? +2y=2— [22° + (y — 1)°]
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con lo que en las nuevas variables toma la forma
2 — [2u2 cos® v + 2u” sen? v] =2—2u?

que es una expresion muy sencilla. Por tanto el cambio propuesto parece ideal, pues
simplifica mucho tanto el recinto de integracién como la funcién subintegral.
Usando que el jacobiano de la transformacién es v/2u tenemos

I1=2 // (1 — 22—y + 2y) drdy = 2 // (2 — 2u2) V2ududv=
* [0,1]x[0,7]
gl

= 2%2\/5/01 (1 — u2) udu = 27r2\/§(1_u— =27

2% 2

1.1.b. La masa viene dada por

M:///Ap(x,y,z)da:dydz:K///A|z|dxdydz:K///Azdxdydz

Estudiemos quién es el conjunto A. Claramente, 35 es un plano perpendicular al plano
Y Z. Puesto que no es inmediato reconocer la superficie 31, estudiaremos su interseccién
con planos adecuados. Parece razonable estudiar la interseccién de >; con planos z = C,
C > 0. Asi tenemos las curvas I'¢ definidas por

20% + 2y* = 2°
z=C
es decir,
22% 4 2y = C?
z=C

que son circunferencias, situadas sobre el plano z = C, de centro (0,0,C') y radio C.

Para z = 0 la superficie se reduce al punto (0,0,0) y cuando z aumenta también lo
hace el radio de las circunferencias. Como ademas este radio aumenta de forma lineal con
la altura se trata de una superficie conica que tiene el aspecto que muestra la siguiente
figura
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Estudiemos la curva I proyeccion de I' sobre el plano XY. Para ello hay que elimiar

la z de las dos ecuaciones anteriores. Despejando Z de la segunda ecuacion y sustituyendo
en la primera obtenemos

222 +2y* = (y+1)?
I':
z—y—1 =0
es decir,
r. 202+ -2y = 1
’ z—y—1 =0
por lo que la curva I esta definida por
L2y =1
’ z = 0
como curva en R3 o bien
202+ -2y = 1 (3)
como curva en R2.

Comentario: La ecuacién (3) no corresponde a la curva I' sino a la proyeccién de la
curva I sobre el plano XY considerada como curva en R2.
Por lo tanto A tiene el siguiente aspecto

Nos damos cuenta de que la proyeccién de A sobre el plano XY es precisamente el conjunto
B del apartado anterior, es decir, el interior de I'” es B. Por lo tanto, para llevar a cabo
la integracién sobre A parece razonable fijar primero (z,y) e integrar en z

Por lo tanto

Zplano y+1
M:K///zdxdydz:K//(/ zdz)dxdy:K// (/ zdz)dxdy:
A B Zcono B \/5\ / 1:2+y2

:g//B((y+1)2—2(x2+y2))dxdy=g//g(l—2$2—y2+2y)d$dy-
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Ahora nos damos cuenta de que la integral del segundo miembro no es mas que la integral
I que se calcul6 en el primer apartado. Por ello tenemos

_\/§K7T
2

K K
M:—//(1—2x2—y2+2y)dxdy:—f
2 JJg 2

Solucion al apartado 1.2.
1.2.a. Puesto que a > 0, el denominador en la expresién de F' se anula si y sélo si
(z,y,2) = (0,0,0). Por ello el campo F esta definido en el conjunto 2 := R3\ {(0,0,0)}.
Ademads F es de clase 1 (de hecho es de clase infinito) en dicho conjunto.

Calculemos la divergencia de F'. Utilizando la férmula ara la divergencia del producto
de un campo escalar por un campo vectorial tenemos

— 1 1
div F = div (=9.2,0) = grad (—) (—y,2,0) + —div (—y, z,0)

Ahora, usando que el gradiente de un campo escalar no es mas que su matriz jacobiana y
utilizando la regla de la cadena para la composicion de dos aplicaciones tenemos

1 —a —a—1 —a—1T r
grad <r_0‘) = grad (r ) = —ar gradr = —ar S= s
regla de la cadena
donde hemos usado que
T
gradr = —
r
Ademas
div (—y,z,0) =0
con lo que
, r (z,y,2)
div F = e (—y,x,0) = —« s (—y,x,0) =0,

pues (z,y,2) - (—y,x,0) = 0 en todos los puntos (x,y, z). En definitiva, hemos hallado
que para todo a > 0 el campo F' es solenoidal en (.
1.2.b. El conjunto @ es un cubo

La frontera > de @) esta formada por 6 superficies I1, ..., Il que corresponden a superficies
planas paralelas a los planos coordenados.
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Tenemos que

/H-da:/w-da+/(x,y,z)-da'
s JT r b

7 - g
g

I I
1 J

Calculo de J. Por supuesto, una posibilidad para calcular J es utilizar la definicién de
flujo. Para ello expresariamos

J:/(l"y,Z)dO':/ (.T,y,Z)d0'++/ (l’,y,Z)dO'
by I

Il

y ahora calculariamos el flujo sobre cada uno de los II; parametrizando la superficie y
aplicando la definiciéon. Puesto que son 6 las integrales a calcular, estudiemos si existe
alguna alternativa menos laboriosa.

Puesto que el campo (z,y,2) es de clase 1 en todo R?® se cumplen para aplicar el
teorema de Gauss al interior del cubo, es decir, el campo es de clase 1 en un abierto que
contiene a (). Por ello tenemos,

J:/E(x,y,z)-da':///Qdiv(x,y,z)dxdydz:///Qdedydz:

— 3Vol (Q) =3 x 8 = 24.

pues al ser @ un cubo con lado de longitud 2, su volumen es 2° = 8.

Calculo de I. Como sucede en el caso de I, en principio podriamos descomponer la
integral en 6 integrales y calcular cada una de ellas aplicando la definicién. Veamos si hay
alguna alternativa. El campo

(_yv €, 0)

T = 2

es un caso particular del campo F' del apartado anterior con a = 2. Por ello sabemos que
T es de clase 1y solenoidal en Q :=R?\ {(0,0,0)}.

Como el origen esta contenido en () no se puede aplicar el teorema de Gauss a T en
Q, es decir, no existe ningin abierto que contenga a () en el que el campo T sea de clase
1.

Sin embargo, podemos hacer uso del siguiente resultado: como T es solenoidal en (2,
el flujo de T sobre ¥ coincide con el flujo de T sobre cualquier superficie cerrada que se
obtenga deformando ¥ de manera continua sin salirnos de 2 (y orientada con la normal
saliente). Puesto que el denominador que aparece en la expresién de T tiene una expresién
sencilla cuando r = cte, conviene tomar como superficie deformada una esfera centrada
en el origen. Sea por ejemplo £ la esfera unidad centrada en el origen y orientada con la
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normal saliente.

Entonces tenemos que

I:/Zw-da:/lﬂw-da (4)

r r

Nota: para asegurar que se cumple (4) no es imprescindible conocer el resultado que
hemos enunciado anteriormente sobre la “igualdad del flujo al deformar ¥ a E”, pues (4)
se puede deducir directamente del teorema de Gauss. En efecto, denotemos D al conjunto
comprendido entre las superficies ¥ y E. Como D estd contenido en €2 se cumplen las
hipotesis para aplicar el teorema de Gauss al campo T en D, es decir, existe un abierto
(concretamente €2) que contiene a D y en el que T es de clase 1. Entonces dicho teorema

garantiza que
///didexdydz: T-da':/T-da'—/T-da
D oD by E

y al ser divT = 0 en D se obtiene (4).
Volviendo al calculo de I tenemos

— 0 — 0
]:/M.da:/w.da _ /(_y7x,0).da
> 2 E 2 L JE

Para calcular esta integral utilizaremos que el vector normal unitario saliente a la
esfera unidad E es n = (x,y, z). Por tanto

I:/E(—y,x,())-da:/E(—y,x,O)-(z,y,z)dazo

pues (x,y,2) - (—y,2,0) = 0 en todos los puntos de la esfera. Por ello el flujo de T sobre
> es nulo. Otra forma de ver que dicho mujo es nulo es aplicando el teoremna de Gauss
al campo (—y,z,0) (que es de clase 1 en todo R?) en el conjunto int(E), pues entonces

TZ/(—yw,O)-da = /// div (—y, x,0) dxdydz =0
E ) int(E)

Th. Gauss

En definitiva
/H-da':I+J:0+24:24.
M

Comentarios:
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= 1. Nétese que si S es cualquier superficie cerrada de clase 1 contenida en €2 (es decir,
que no pase por el origen) y que no contenga a dicho origen en su interior, el teorema
de Gauss aplicado al interior de dicha superficie garantizara que

/T-do‘zO
s

Uniendo esto al hecho de que el flujo de T' sobre X (y sobre cualquier superficie
cerrada que rodee al origen) es también cero, hemos llegado a la siguiente conclusion:
si S es cualquier superficie cerrada de clase 1 contenida en ) (es decir, que no pase

por el origen) entonces
/ T -do =0
s

= 2. Como el origen estd contenido en @), no se puede aplicar el teorema de Gauss a
H en (@), es decir, no existe ningin abierto que contenga a () en el que el campo H
sea de clase 1.

» 3. Como div H = divT +div (x,y, 2) = 0+3+43 en 2, tampoco es cierto que el flujo
de H sobre X coincida con el flujo de H sobre cualquier superficie cerrada que se
obtenga deformando 3 de manera continua sin pasar por el origen (y orientada con
la normal saliente). Si serfa cierto si H fuese solenoidal en €, pero no lo es.

Problema 2

Este problema consta de dos apartados independientes. En los apartados la) y 2a)
decidase si las afirmaciones que se hacen son verdaderas o falsas marcando con un aspa
la opcion que proceda y justifiquese por escrito la respuesta.

—y,z—1
1) Se considera el campo vectorial F(x,y) := (Fi(z,y), Fa(z,y)) = %
L= Y

la) Se cumplen las hipétesis para poder afirmar que:

/Fldx+ Fydy = // (@ — @) dxdy,
r D ox 8:(/

donde T es la curva de ecuacién cartesiana 4% + y? = 1 recorrida en sentido
positivo y D C R? es el conjunto acotado limitado por ella.

\Y% D F D (Justifiquese la respuesta).

1b) Calcilese razonadamente el valor de la circulacion de F'(x,y) a lo largo de la
curva poligonal que une los puntos (3,0), (1,1), (—2,3) y (—1,0), orientada de
forma que el punto inicial es (3,0) y el final es (—1,0).
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(x7 y7 Z)
(22 + y2 + 922)3/2°

2) En R3 se considera el campo vectorial definido por: F(x,y, 2) =

2a) Se cumplen las hipdtesis para poder afirmar que

// V-Fdxdydz:// F - ds,
Q o0

donde 2 C R? es el conjunto acotado cuya frontera 9 se considera orientada
segin la normal saliente y estd formada por las superficies 2% + y? = z + 1y
z=4.

\Y% D F D (Justifiquese la respuesta).

2b) Calcilese razonadamente el valor del flujo de F' a través de la semiesfera z2 +
y? + 22 =1, 2 > 0, orientada segiin la normal saliente.

Respuesta.
1a) Para que la igualdad que se propone sea cierta deben cumplirse la hipdtesis del
Teorema de Green. Se tiene:

e El dominio D es unién de dominios proyectables y, por tanto, simplemente conexo
en R2,

e La curva I' es la frontera de D y se recorre en sentido positivo.

e El campo F es de clase C*™ en D ya que el punto (1,0) (tnico en el que F' no estéd
definido) no pertenece a D.

Por tanto, se cumplen las mencionadas hipétesis y, por tanto, la afirmacién es verdadera.

1b) Se podria calcular la circulacién pedida parametrizando cada uno de los tres seg-
mentos que forman la poligonal (que se representara por P) y aplicando la definicién de
circulacién. Sin embargo, es conveniente comprobar primero si el campo dado es conser-
vativo o no. Para ello tenemos que, en este caso:

OF, y:—(z—1)2 OF,

or  (w—12+¢2)7 oy O R\ {(1,0)}.

Por tanto, el campo es conservativo en cualquier dominio simplemente conexo de R\ {(1,0)}.
Esta propiedad permite calcular la circulacién a lo largo de la poligonal P que se pide
utilizando el arco T' de la circunferencia (z — 1)+ y? = 4 con origen el punto (3,0) y final
en el punto (—1,0). Sobre este arco I' el campo tiene la expresion:

F(z,y) = i(—y,w—l)-

Una parametrizaciéon de I' es r(0) = (z(0), y(0)), donde:
z(0) =1+2cosf, y(d)=2senf, 6€l0,7].
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Por tanto, la circulacién pedida se puede calcular de la siguiente forma:

1 ™ ™
/ F.ds— /F cds = 1 / (—y(0), 2(6) — 1) - (/(8), 4/ (6)) 6 — / o = 7.
P r 4 Jo 0
2a) El campo F(z,y, 2) esta definido y es de clase C* en R?\ {(0,0,0)}. Como el dominio
Q2 dado contiene el origen, la divergencia de F' no esté definida en €2 y, por tanto, el primer

miembro de la igualdad que se propone no esta definido. Es por ello que la afirmacion que
se hace en el enunciado es falsa.

2b) El campo F(z,y, z) estd definido y tiene divergencia nula en R*\ {(0,0,0)}, lo que
es cierto, en particular, en el conjunto limitado por la semiesfera E dada y la superficie
elipsoidal ¥ de ecuacién cartesiana 2% + y? + 922 = 1 situada en el semiespacio z > 0.
Nétese que ambas superficies tienen el mismo borde (que es la curva 22 +y*> = 1, 2 = 0)
y, por tanto, limitan un dominio acotado situado en z > 0 que no contiene el origen. Esta
propiedad nos permite utilizar el teorema de Gauss de cuya aplicacién al campo F'(z,vy, 2)
en el dominio mencionado concluimos que el valor del flujo de F(z,y, z) a través de la cara
exterior de la esfera F coincide con el del flujo de F(x,y, z) a través de la cara exterior
del elipsoide .
Sobre esta superficie X el campo tiene la expresion:

F(‘/E7 y7 Z) - (‘/L‘7 y? Z) N

Una parametrizaciéon de ¥ es S(0,¢) = (z(0, ¢),y(0, ¢), 2(0, ¢)), dénde:

z(0,¢9) = cosfsend, y(0,¢)=senfsen o, z(@,qb):écosqb, 06[0,27?]”256[0,%].

La normal a la cara exterior de esta superficie es:

9S(6,9) _ S(6,6) (1 . 1 :
Ry X 50 3008956n ¢,38en98en ¢, cospsenqd | .

n(0,9) :

Denotando por E™T la cara exterior de la esfera y por Xt la cara exterior de la superficie
elipsoidal, ambas situadas en z > 0, el flujo que se pide calcular viene dado por:

//EF do = / | Fodo= / " dfb{ F(x(8,6),y(6,). 2(6,6)) - n(6, 9) de} _

o [™/? 27

3 i sen ¢ do = 3
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Problema 3

Sea F la superficie elipsoidal de ecuacion implicita

22

=1
4

%+

2
y
=4

2

orientada segtn el vector normal saliente unitario n. Se consideran las superficies

Y={lwy)eB/y=1}, S={(r,y,2) e E/y<1}

ambas orientadas por n y sea I' su borde. Sea D la superficie plana de borde I, orientada
por el vector candnico j.

1. Determinar parametrizaciones de X y I' que sean coherentes.

Nota: Un dibujo puede ayudar a ilustrar el razonamiento, pero no sirve como prueba.

2. Se considera la curva I' con la parametrizaciéon del apartado anterior. Calcular la
circulacién del campo vectorial

1
 4g? 4 22 + 22

F([L’,y,Z) (2$—y2+2,.’lj‘2 —y2,—x—i—yz)

a lo largo de I

3. Dado el campo vectorial

1
(422 + 2y2 + 22)3/2

G(v,y,2) = (z,9,2)

estudiar si existen relaciones entre los flujos de G a través de cada una de las
superficies F, D, S y Y. Calcular uno cualquiera de ellos.

Respuesta: Vamos a responder al primer apartado con varias parametrizaciones posibles.

1(a). Si deformamos el elipsoide E a una esfera y tomamos coordenadas esféricas con el
angulo polar sobre el eje OY tenemos:

x = sen psenf
Yy = \/icosgo
z = 2sen p cosf

En la superficie ¥ se tiene y > 1 por tanto tenemos que tomar cosp > 1/4/2, lo que
equivale a hacer variar ¢ en [0, 7/4]. Una posible parametrizacion de ¥ es

o(p,0) = (sen psen, vV2cos p, 2senpcos), (¢,0) €[0,7/4] x [0,2x].
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Calculemos el vector normal asociado a esta parametrizacién para ver si tiene el sentido
de n:

. : k
do(p,0) 9o (p,0 ’ J
N(p,0):= O'égo, )>< a'(ag;, ): cospsend —2seny  2cospcosf
v sen ¢ cos 6 0 —2sen psenf

= (2\/5 sen’ @ send, 2sencosp, V2sen? pcos 0).

Este vector tiene segunda componente positiva para ¢ # 0, esto es suficiente para afirmar
que la orientacién de X es la adecuada.

La curva I estd situada en el plano y = 1 que corresponde a ¢ = 7/4. Una parametrizacién
coherente de I' es entonces

r(0) =o(n/4,0) = (% send, 1, ﬂcos@) , 0€]0,2m].

y el vector tangente correspondiente es:

r'(0) = (%cose, 0, —\/isene).

1(b). La proyeccién de X sobre el plano ZX es B = {(z,z) € R* /42? + 2% < 2}; si se
despeja y de la ecuacion implicita de ¥ se obtiene la parametrizacion:

h(z,z) = (v,/2 — 222 — 22/2, 2), (z,2) € B.
El vector normal asociado a esta parametrizacion es

j k
z
0 —
Ohzz)  Oh(zx) |0~y —om g

22— 227 — 222

1
22— 22— 222

(4x, 1, 2).

Observamos que este vector estd bien definido sobre la superficie (el denominador no se
anula ya que 47%+ 2% < 2) y ademads orienta correctamente la superficie por tener segunda
componente positiva.

El borde de X es la elipse 422 + 22 = 2 situada en el plano y = 1; asi pues I es la
imagen por h de la frontera de B recorrida en sentido antihorario en el plano ZX, es
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decir z = v/2cosf, 2z = v/2sen §. Obtenemos la misma parametrizacién de I' que por el
procedimiento anterior:

rw)::(éiame,l,V§aB9), 0 € [0,2x].

1(c). Otra posibilidad consiste en tomar la variable y como pardmetro y parametrizar la
2

z .
elipse 2% + i 1— v en cada plano y = cte., es decir:

2
)\2
= /1 — " sent
X 5 Sen

y=A

)\2
= 24/1— Zcost
z B COS

Para determinar el rango de variacién de \, observemos que por un lado y > 1 y por otro
1 —y%/2 >0, por tanto (t,)\) € [0,27] x [1,V/2].

Calculemos el vector normal asociado a esta parametrizacién para ver si tiene el sentido
de n:

i j k
Y _ 2
N(t)) = V1 —=2X2/2cost 0 —24/1—A%/2sent

1 cost

-2 —-A
————sent —_—
2,/1— 222 JI- 22
= (24/1—X2/2 sent, A\, /1 —)\2/2 cost).

Este vector tiene segunda componente positiva, por lo que orienta ¥ de la forma pedida.
La curva borde se obtiene haciendo A = 1; como el segmento [(0, 1), (27, 1)] como parte de
la frontera de [0, 27] x [1, /2] estd recorrido en sentido antihorario, obtenemos la misma
parametrizacion de la curva que en los casos anteriores.

Observacion:

Para parametrizar una superficie acotada en R? hay que dar una funcién ® : B C
R? — R? siendo B un conjunto cerrado y acotado (un rectangulo compacto, un
disco, el interior de una elipse con su frontera, etc.). Si no se describe la funcién ® y
se expresan simplemente los (z,y, z) de ¥ en funcién de dos pardmetros no se esta
dando una orientacion expresa de la superficie. Para ello es preciso o bien decir cuél
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es el orden de los parametros o determinar el vector normal. Esto es fundamental,
ya que si los parametros son u y v las dos orientaciones posibles de la superficie son

Iz, y, 2) " ox,y,2) 0wy, z) " oz, y, z)
ou ov ov ou

que, como sabemos, son opuesta una de la otra. Notemos que el dominio de los
pardmetros cambia, si B = {(u,v) € R?, ...} es el correspondiente al primer vector,
entonces el relativo al segundo es B = {(v,u) € R?, (u,v) € B}. Esto es importante

yva que el sentido antihorario en B es el horario en B y viceversa.

2(a). Para calcular la circulacién pedida evaluamos el campo F' sobre la curva y multipli-
camos escalarmente por el vector tangente:

F(r9)) -r'(0) = i {(ﬂsen@ -1+ \/50089)% cos 0 + (—% sen @ + /2 cos 0)(—v/2sen 6)

1
—senfcos — —cosf@+1].
( V2 )

= =

Por ultimo,

2
/ =",
0 2

27 2T
/ sen@cos@dé’:/ cosf df = 0.
0 0

I,

/FF _ /O%F(r(é)) r/(0) df =

ya que

2(b). Alternativamente puede calcularse la integral de linea utilizando el teorema de Sto-
kes. La superficie plana D orientada por j tiene por borde I' y ademas con sentido de
recorrido coherente. Definamos el campo H como:

1
H(z,y,2) = 1(21' —14z2*—1,—z+2)
entonces los campos F'yv H coinciden sobre la curva I' por tanto:

1
/F:/H:/rotH-j:-A(D):z
r r D 2 2

donde se ha tenido en cuenta que la segunda componente del rotacional de H es 1/2 y la
curva I' es una elipse de semiejes v/2 y 1 / V2 y por tanto el drea de D es 7.
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3. Dado que la superficie E es cerrada y contiene el origen, punto en el cual G no esta
definido, es natural estudiar si el campo es solenoidal; calculamos su divergencia:

div G(z,y, z) = grad(4a® + 2> + 22732 . (2,9, 2) + (42 + 29 + 22) 32 div(z, y, 2)

= —3(4a? + 2% + 22) 724z, 2y, 2) - (z,y, 2) + 342 + 22 + 2232 = 0.
El campo G es solenoidal en R?\ {0}, por tanto como consecuencia del teorema de Gauss
su flujo serd nulo a través de cualquier superficie cerrada que no contenga el origen;

mientras que tomara el mismo valor a través de superficies cualesquiera cerradas que
contengan el origen y estén orientadas segin el vector normal saliente.

Sean E,3,S y D las superficies orientadas como se indica en el enunciado y sea D~ la
superficie D pero orientada por —j. las superficies £ = X U S y S U D son cerradas y
contienen el origen, ambas estan orientadas segun el vector normal saliente,

/G-n:/G-n+/G-n:/G-n+/G-j.
E 2 S S D

La superficie > U D~ es cerrada y no contiene el origen, por tanto:

/ G(r)-do /G n + G-(—3)=0
SuD- D~
= / G- -n= / G-j
Calculemos, por ejemplo, el flujo a través de E y a través de . El denominador del campo
G sobre el elipsoide es constante,
2

—3/2
(42” + 2¢% + 2°) 32 = 4732 (x2+%+zz) =

Para calcular el flujo sobre E aplicamos el teorema de Gauss al campo identidad I(r) = r,
cuya divergencia es 3; sea (2 el elipsoide sélido cuya frontera es E, entonces:

/EG-n:é/Er-da:g///ﬂdxdydz:SV( ):——7r2\f V2,

Para calcular el flujo sobre 3 usamos la parametrizacién 1(a). Evaluemos el campo en o
y multipliquemos escalarmente por N (¢, 0):

1
1
= g(sen @senf, V2 cos g, 2sen @ cosh) - (2v/2sen? psend, 2sen g cosy, vV2sen? pcos )

V2
= T sen @.
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Sustituimos y se tiene:

2 2 w/4
/G-nzi// sengpdgpd@zﬁ/ sengpdgpzz(\/ﬁ—l).
> 4 J Jio,x/4x[0,27] 2 Jo 2

También se calcula facilmente el flujo a través de D, mediante un cambio de variable a

coordenadas elipticas:
/ G-j= / / 2 dxj - 3/2
D 2m2+22/2§1 (41’ + 2% 4+ 2) /

-, e e = 5y

Obviamente obtenemos el mismo valor que a través de X.
Con estos valores ya podemos determinar el flujo a través de S que resulta ser:

/SG~n:/EG-n—/DG-j=\/§7r—g(\/§—1):g(\/i~l—1).

Observaciones:

Una frase del tipo:

Como G tiene un punto singular en el origen el flujo a través de dos superficies
wgualmente orientadas coincide.

no tiene sentido; incluso si se interpreta que con la expresion dos superficies igual-
mente orientadas lo que se quiere decir es que dos superficies con borde comun se
orientan coherentemente con un determinado sentido de recorrido de su borde, la
afirmacion sigue siendo falsa, valga como contraejemplo el flujo de G a través de S
y a través de X, segin esa afirmacion deberian ser uno opuesto del otro, lo que no
es clerto.

Es un error habitual afirmar que como G no esté definido en el origen el flujo a través
de cualquier superficie cerrada que lo contenga es independiente de la superficie. Esto
es falso en caso de que el campo no sea solenoidal.

4
Por 1ltimo recordemos que el volumen de un elipsoide sélido es §7rabc siendo a, b, ¢

las longitudes de los semiejes.
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Curso 2012/13

Convocatoria ordinaria

EC. Primera prueba comiin

Pregunta 1. Sobre la superficie esférica de centro el origen y radio 2 sea I' la curva
parametrizada ¢(t) = (1 + cos2t, sen2t, 2sent), t € [0, 27| sobre la que se define una
densidad de masa que en cada punto es igual a su distancia al plano X Z.

1. Calcular la masa de I' con la densidad dada.| My =

2. Determinar unas ecuaciones cartesianas implicitas de I'

Pregunta 2. Calcular la circulacién I del campo
F(z,y) = (ye* cosz — e"senz, 2° + xe™ cosx)

a lo largo de la curva (z — m — 1)2+4y2 = 1 orientada positivamente (siendo m el maximo
entre las unidades y decenas de su ntimero de matricula).

I =

Pregunta 3. En R? se considera el campo vectorial definido por: F(z,y) = ey (az , 2my),
donde m es el maximo entre las unidades y decenas de su ntimero de matricula.

1. Determinar el valor de a para el que el campo es conservativo. | a =

2. Determinar un potencial escalar U del campo F' valido en todo su dominio de defini-

cién y tal que U(0,0) = 2m. Ulz,y) =
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3. Determinar la circulacion I del campo F' sobre la porcién de la circunferencia de
centro el punto (1,0) y radio 1 situada en el primer cuadrante, limitada por las
rectas = (0, y = = y recorrida en sentido horario.

I =

Pregunta 4.

1. Considérese la figura (a). Sea F' un campo del que se sabe que es de clase 1y
conservativo en 2. Entonces la circulacién de F sobre la curva I' es nula.

v FL]

2. Considérese la figura (b). Sea F' un campo de clase 1 en 2. Entonces el valor de la
circulacién de F' sobre las curvas I'y y I'y es el mismo. V |:| F |:|

3. Considérese la figura (c). Sea F'(z,y) = (2y,x). Entonces existe alguna curva con-
tenida en (2 tal que la circulacién de F' sobre la misma no vale cero.

v L

4. Considérese la figura (d). Sea W un campo escalar de clase 1 en Q. Entonces la
circulacién de grad W por la curva I' es nula. V |:| F D

Iy
Figura (a) Figura (b)
‘ I Q
Figura (c Figura (d)
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Pregunta 5. Sea F = (P,Q) € C'(R*\ {(0,1), (3,0)}) tal que Z—Q = Ga_P y, ademds:
Oy

/ Pdx+ Qdy = 7, / Pdx+Qdy = 0
x24+92=3y z24+92=16

(suponganse las curvas recorridas una sola vez en sentido antihorario).

1. El campo F' es conservativo en el semiplano x >3 V |:| F D

2. El campo F' es conservativo en el semiplano y <1 V |:| F D

3. / Pdx 4+ Qdy =
(2-2)2 /442 9=1

4. / Pdx + Qdy =
4(xz—1)2/9+y2=1

Respuesta:

16
Pregunta 1. 1.1 My = 3(2\/5— ) 1222 4+y*+22=4, (z -1 +¢y* =1

Pregunta 2. [ = w(m + 1).

Pregunta 3. 3.1. a = 2m. 3.2. U(z,y) = me” ¥ +m. 3.3.1=m(e? —1).

Pregunta 4. 4.1. Verdadero. 4.2. Falso. 4.3. Verdadero. 4.4. Verdadero.

Pregunta 5. 5.1. Verdadero. 5.2. Falso.

5.3. / Pdx+Qdy = —m. 5.4. / Pdzx 4+ Qdy = 0.
(z—2)2 /4442 /9=1 4(xz—1)2/9+y2=1

EC. Segunda prueba comun

Problema 1

Sea u un campo escalar de clase uno en R? y sea F el campo vectorial definido por:
F(z,y,2) = (u(@,y,2), L+y*, 2% + 1) .

1. Determinar u para que F sea conservativo en R3.

40



2. Sea I' la curva definida por las ecuaciones:

y =z, 4xy+922+xz(x—y) =1.

223, calcular la circulacién de F sobre el arco de I' que va desde el

1 1

—, —, 0] hasta el punto B:= (0,0, = ).

b3 0) et 5= (005 )

b) Se considera la superficie ¥ formada por todos los segmentos que unen los
puntos de I" y el punto (1,0,0) orientada de forma que su normal en el punto
A tiene la primera componente positiva.

a) Parau =z

punto A := (

Calcular el flujo a través de X del rotacional del campo vectorial H definido
por:

H(z,y,2) = (2°2 cos(y — x) , 1+ 22y — ", (y°2" + 1)e” ) .

Respuesta.

1. Como R? es simplemente conexo y F' es de clase uno, para que este campo sea conser-
vativo es condicién suficiente que su rotacional sea cero. Con la notacién F := (L, M, N),
esto significa que:

U F._(N@yz) OMyz 0Lyz ON(yz OMyz ILy:z)
o oy 0z ’ 0z Ox ' Ox oy
B ou 9 o Ou\
_(0’82 3x°z7, 8y) = (0,0,0).

Por tanto, se tienen que cumplir las dos igualdades siguientes:

ou ou

— =322, —=0.

0z oy
De la segunda se deduce que el campo escalar u no puede depender de y. Integrando en
la primera con respecto a z se obtiene el valor de u buscado:

0
a—u = 32%2* = u(x,y,2) = 2°2° + C(x),
2

donde C(z) es cualquier funcién de clase uno en R que, en el caso mds general posible y
debido a la segunda igualdad mencionada, solamente puede depender de z.

Alternativa.

Un procedimiento alternativo al que se acaba de utilizar consiste en recurrir al resul-
tado segtin el cual en un dominio (abierto conexo) de R? (en particular el propio R?) un
campo vectorial continuo es conservativo si y solamente si es un campo de gradientes o,
lo que es lo mismo, deriva de un potencial escalar.
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En el caso que nos ocupa el campo F' = (L, M, N) es de clase uno en R? y por tanto
continuo. Serd entonces conservativo si y sélo si admite un potencial escalar U en R3; es
decir, si y s6lo si 3U : R? — R tal que

( OU(x,y,2)
ox =
_(ou ou U\ _ oU(z,y, 2) )
Hx.y,2) _ 322 + 1.
\ 0z

Integrando con respecto a z en la tercera igualdad se obtiene:

2353
U(x,y,z) = =3 + 24+ C(x,y),
donde C(z,y) es una funcién cualquiera de clase uno en R? que, en el caso mas general
posible, puede depender de z e y.
Sustituyendo esta expresion de U en la segunda igualdad e integrando con respecto a
y resulta:

oC (z, 3
oy) _ Ly = Cloy) =y+ % + K(x),
y 3
donde K (z) es, en principio, una funcién de clase uno en R que en el caso més general
posible puede depender de =x.
Finalmente, sustituyendo el ultimo valor de U obtenido en la primera igualdad, se

determina el valor de u para que F' sea conservativo:
P2+ K'(2) = u.

Como u es, por hipétesis, de clase uno en R?, K () puede ser cualquier funcién de clase
dos en R.

2.1. Esta pregunta se puede responder sin necesidad de haber resuelto el apartado 1.

Para ello es muy conveniente darse cuenta de que, para el valor de u = 222% que se
especifica, el campo F' es conservativo, ya que es de clase uno y tiene rotacional nulo en
R3, que es un conjunto simplemente conexo.

Utilizando esta propiedad, se pueden considerar dos formas razonables de responder.

Primera: Calcular un potencial de F'.

Segtn se acaba de probar en la respuesta alternativa al apartado 1, un potencial escalar

de F para u = 2222 es

.17323 3

U(x,y,z) = —i—z—i—y%—%—i—cte,
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donde cte representa una constante que puede elegirse arbitrariamente. Entonces, si re-
presentamos por ['(A, B) el arco de la curva I, la circulacién que se pide es:

/ Fds =U(B) - U(A) = — .
I'(4,B) 24

Segunda: Aprovechar que la circulacién de F' es independiente del camino que se siga
para ir del punto inicial al punto final de la curva.
Entonces, la circulacién sobre la curva I'(A, B) que se pide es la misma que se obtiene,

por ejemplo, si se calcula sobre el segmento AB que une sus extremos, una de cuyas
parametrizaciones es:

r(t) = (B - A)+ A= (%(1—15), %(1—@, g) , telo1].

Por tanto: .
/ Fods— | F-ds :/ F(x(t)) - v'(t) dt,
I'(A,B) AB 0

Fx(t) (1) (ﬁu _2 1+ 3(1 —, 7i2(1 _ t)3t2) - (—

1o 5t 3 132 ot T

708 T216 54 108 T4 21

con lo que, finalmente, se obtiene:
1 5 4 3 2
t ot t 13t t 7 )
/ F -ds= F-ds:/ <———|———————i————)dt:——.
I'(A,B) 1B 0 108 216 54 108 4 24 24

Alternativa. Si no se tiene en cuenta que F' es conservativo queda la alternativa de
calcular la circulaciéon usando la definicién, que es mas ardua desde el punto de vista de
los calculos a realizar.

Para ello es necesario parametrizar el arco I'(A4, B) de la curva I" que es una elipse de
semiejes 1/2 y 1/3 situada en el plano y = z. Por tanto, una de sus posibles parametriza-

clones es:
(t) cost cost sent ‘e [0 7T]
r(t) = —
2 ) 2 ) 3 ) ) 2 )

donde los valores t = 0y t = 7/2 son tales que r(0) = (1/2,1/2,0) y r(7/2) = (0,0,1/3).
Es decir, se corresponden con los extremos del arco de la curva I'(A, B) que hay que
considerar.

Tras las operaciones pertinentes se llega a que:

DN | —
|
DN | =
Wl =
~__

t t 1 1 1
F(r(t))-r'(t) = _seTn + % + 316 sen’t cos* t — %sen‘ltcos?t - gSGHtCOSQt,
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y, por tanto:

t t 1 1 1
/ F~d3: < sent g—i——sen t cos t——sen4tcoszt——sentcosZt) dt
I(A,B) 216 216 8
1
3

3 5 5 3 1 3

2" @ﬂ( ‘)—@5< _)_1_65<1’§)
1 3 )
*5‘#(“5)*@

En esta cadena de igualdades se ha utilizado la funcién Beta de Euler, 5(p, ¢), una de
cuyas expresiones es:

1

w/2
B(p,q) =2 / sen??" !t cos? 1 ¢ dt .
0

Se han usado también la propiedad de simetria S(p,q) = B(q,p) y su relacién con la
funcién Gamma de Euler, I'(p):

I'(p) ['(q)
Lp+q)

Ademas se ha tenido en cuenta que, parap > 1, I'(p) = (p — 1)I'(p — 1).

2.2. Se podria evitar el célculo del rotacional de H siempre que fuese posible aplicar el
teorema de Stokes. Ahora bien, la superficie ¥ es una superficie regular y orientable que
tiene por borde orientado la curva I' definida en el enunciado. Ademas, el campo H es
de clase uno en R3. Por tanto, en efecto es posible aplicar el teorema de Stokes, segiin el

cual:
/Vdea:/H-ds,
b r

donde ¥ se considera orientada segin se indica en el enunciado y I' se recorre de acuerdo
con la regla del sacacorchos.

Pero I' es una curva situada en el plano y = x y, sobre este plano, el campo H coincide
con el campo F' considerado en el apartado 2.1. Por tanto,

/VxH-dO':/H-ds:/F-dSZO,
) r r

dado que T' es una curva cerrada de clase uno y F' es conservativo en R3.

B(p,q) =

Alternativa.

Si no se tiene en cuenta que H y F' coinciden en el plano y = z, se puede calcular la
circulaciéon de H sobre I' aplicando la definicién. Para ello hay que utilizar una parame-
trizaciéon de I' (por ejemplo, la dada en el apartado 2.1 pero con t € [0, 27]). En tal caso,
tras las operaciones pertinentes, se llega a que:

sent cost

1 1 1
H(r(t))-v'(t) = _T+ 3 —l-ﬁsen tcos*t — 216sen4t0082t—gsentcos%,
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y habria que calcular las mismas integrales que en la alternativa descrita en el apartado
2.1 pero ahora con limites 0 y 27 con lo que la circulacién resulta ser cero.

Alternativa muy ardua. Aplicar la definiciéon de flujo.

Para ello es necesario calcular el rotacional de H y parametrizar la superficie 3. No
se detallan aqui los calculos. Solamente mencionaremos que una de las posibles parame-
trizaciones de Y se encuentra considerando que esta formada por el haz de segmentos que
unen el punto (1,0,0) y los puntos de I'. Si r(t) = (z(t),y(t), 2()), es la parametrizacién
de la curva considerada anteriormente pero con t € [0, 27|, entonces una vélida para X es:

S(Ot) = A (x(t) — (1,0,0)) + (1,0,0), te[0,27],A€[0,1],

que esta orientada correctamente puesto que, como se puede comprobar mediante los
célculos adecuados, su vector normal N = (90X /0\) x (03/0t) en el punto A tiene primera
componente positiva.

Problema 2
Se consideran los campos escalares:
1 ( ) 1
9 x? ? zZ) = ?
/22 + y2 + 22 gy (222 + 3y? + 22)3/2

y los campos vectoriales:

flz,y, 2) =

G(r) = g(r)r. H=[G
1. Calcular los gradientes de f y g.

2. Calcular las divergencias de G y H.

3. Calcular el flujo del campo H que sale de la superficie esférica de centro el origen
y radio 5.

Solucion: Todos los campos del ejercicio, sean escalares o vectoriales, son C'° en su
dominio de definicién, que es R? \ {0}.

1. Calculamos ambos gradientes aplicando la regla de la cadena:

1
grad f(z,y, z) = grad(2® + ¢y* + %)% = —5(332 + 1y + 2273222, 2y, 22)
-1
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. 3
grad g(z,y, z) = grad(22? + 3y* + 2%)7%/% = —5(932 + 2 4 22724z, 6y, 22)

-3
= 2z.3 .
(222 4+ 3y% + 22)5/2( %3, 2)

2. Para calcular las divergencias recordemos la férmula:
div(uV) = gradu -V + udivV
donde u es un campo escalar y V un campo vectorial.
divG(r) = grad g(r) - r + g(r) div(r) =
-3
(222 + 3y? + 22)5/2
asi pues G' es un campo solenoidal en su dominio.

divH =grad f - G+ gdivG =

divG(z,y,2) = (22° +3y° + 2%) +

(222 + 3y2 + 22)3/2

— ||':||3 cg(r)r = —M = divH = —fg.

div H(r) = T

3. Llamemos S a la superficie esférica y E a la superficie elipsoidal de ecuacién 222 +
3y?+ 22 = 1, ambas orientadas por el vector normal exterior; observemos que ambas
superficies contienen en su interior geométrico el origen, punto en el que el campo
H 1o estd definido. Denotamos por I, la funcién vectorial identidad I4(r) = r;

entonces:
1 1 1
freife e[
S 5 /g 5 JE 5 JE
5

@ 1 . ) 3 . © 2v6
3 //Lt(E) ivl, 5Vo (int(E)) B

Expliquemos cada una de las igualdades anteriores:

(1) El campo escalar f sobre la superficie esférica es constantemente igual a 1/5.

(2) El campo G es solenoidal en su dominio de definicién, por tanto su flujo a
través de dos superficies cerradas cualesquiera que contengan al origen es el
mismo; sustituimos pues la esfera por el elipsoide.

(3) El campo G coincide con el campo I; en E ya que sobre E el campo g vale 1.

(4) Aplicamos el teorema de Gauss al campo I; en la superficie E orientada segin
el vector normal saliente,

(5) como la divergencia es constante, nos queda un miltiplo del volumen interior
al elipsoide, que hemos denotado int(E).

(6) Por tltimo, el volumen encerrado por un elipsoide es 47/3 por las longitudes
de los semiejes, que en nuestro caso son 1/\/5, 1/\/§ y 1.
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Examen final
Problema 1

Este problema consta de 5 preguntas sobre cuestiones numéricas y de “verdade-
ro/falso”. En algunas cuestiones numéricas aparece un parametro m que hay que sustituir
por el minimo entre las unidades y decenas de su niimero de matricula.

Pregunta 1. Sea D el conjunto del plano definido por
D={(x,y) €R* (z-2"<y+4, y<0}

y f una funcién continua en D. Escribir los limites de integracién:
I[i=] (/ f(x,ymx)dy
D

Pregunta 2. Sea F = (P, Q) un campo vectorial de clase uno en 0 C R? tal que, en
este conjunto, sus componentes satisfacen la propiedad:

0Q(z.y) _ 9P(x,y)

V(x,y) €
(z,y) o 9
1. En las condiciones descritas en la figura (a), el valor de la circulacién de F' sobre
las curvas I'; y I'y es el mismo. A% |:| F |:|

2. En las condiciones descritas en la figura (b), sea I una curva cerrada y de clase uno
contenida en 2. Entonces se puede afirmar que la circulacién de F' sobre I' puede
tomar, a lo sumo, siete valores distintos. Vv |:| F |:|

3. Se consideran las condiciones descritas en la figura (c). Mérquese con aspa las igual-
dades que sean ciertas:

D/F-ds: F.ds + F.ds,
T

Fl 1—‘l2

|:| F.ds — F-ds:/F~ds+ F -ds,
r

Fg FQ l_‘1

Nota: Todas las curvas se suponen simples

: g
® n

Figura (a) Figura (b) Figura (c)

47



Pregunta 3. 1. De un campo F' se sabe que es de clase 1 en R3\ {(0,0,0),(2,0,0)},

que es solenoidal en dicho conjunto y que su flujo sobre las esferas 2% + ¢y + 22 = 1
y (x— 2)2 + y? + 2% = 1, orientadas ambas con la normal saliente, vale m y m + 2
respectivamente.

Se pide calcular el flujo de F sobre la esfera 22 +14%+ 2% = 9 orientada segtin la normal
entrante.

2. De un campo F se sabe que es de clase 1 en R? \ {(0,0,0)} y que es irrotacional en
dicho conjunto. Entonces se puede asegurar que la circulaciéon de F' sobre la curva

P ryf=1

z=1

esnula. V |:| F |:|

r

Pregunta 4. Se considera el campo vectorial F (r) = H 3
r

definido para r # 0, y los

casquetes esféricos:
w St a4+ y?+ 22 =4, 2 > 1, orientado segin la normal saliente a la esfera.
w Sy 2?2 +y? + 22 =4, 2 < 1, orientado segin la normal entrante a la esfera.
Se pide:

1. Decir si el flujo de F' a través de estos dos casquetes es IGUAL o DISTINTO.

2. Calcular el flujo de F' a través del casquete 5.

Pregunta 5. Se considera el campo

F(z,y,2)=(x—y,y—2,2—1x)

y un cubo regular de lado m + 1 centrado en el origen. Se pide:

a) El flujo total del campo F saliente del cubo.

b) La suma de las 6 circulaciones del campo F' a lo largo del borde de cada una de las
caras del cubo, en el sentido inducido por la normal saliente al cubo.
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Respuesta:

0 24++/y+4
Pregunta 1. // f :/ / f(z,y) dx | dy.
D —4 2—/y+4

Pregunta 2. 2.1. Falso. 2.2. Verdadero.

D/F-ds: F-ds+ [ F-ds,
r Iy

1)

X F-ds — F-ds:/F-ds~|— F -ds,
r

s 1) I

Pregunta 3. 3.1. El fluyjo vale —2m — 2. 3.2. Verdadero.

Pregunta 4. 4.1. DISTINTO. 4.2. 7.

Pregunta 5. 5.1. 3(m+1)3. 5.2. 0.

Problema 2

Sea el campo

(.’L’—y,y—Z,Z—.’L‘)
F(z,y z) =
(2.9,2) 2 +y? 4 22
y la esfera de radio m centrada en el origen.

Se pide:
1. La divergencia de F'y su dominio de definicion.
2. El flujo del campo F' saliente a través de la esfera.

3. La circulacion del campo F' a lo largo de la curva interseccion de la esfera con el
plano z = 0, recorrida en sentido positivo.

Respuesta:

1. El campo F es de clase oo en todos los puntos de R? menos en el origen que no esta
definido por tanto el dominio de la divergencia del campo es:

R*\ {0}

div F = D1F1 + D2F2 + D3F3
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Cambiando de notacion

Fp=——— conk=123y x4y =14

1 ||513||2 — (@) — Tpg1) 22,

DyFy, = .
]

3 9 ) ,
3llz||” —2||x||” + 2 )

div F = E DiF, = H H H H4 TrTh+1 (351 + X9 + x3)2

k=1 HwH (I% + JZ% —+ xg)

2. Claramente no se puede aplicar el Teorema de Gauss

(z,9,2) (y,2 )

| ey

i ffimers i [l =)
:/[S<F1iH> dS+//<F2,iH> is —
JLr s L

La segunda integral es 0 debido a la simetria de la esfera con respecto a las tres
variables y la imparidad de cada uno de los sumandos con respecto a una de las variables,
en realidad a dos pero con una es suficiente.

Jfwao= [ [ o 5= [ 5 s = e = 4mm

A) Sin utilizar el Teorema de Stokes.
/ch_/ >ds_/<(x_f’y_z’z_x),n> ds
c 2 +y? + 22
:/ (l‘—y7y7—{E) (—y,x,O) ds =
c 22y T S22
_/( zy +y° +xy /
c (x2+y m

1 21— cos?2
_ 1 msen@mdez/ CoS 9d9:
m Jo m? 0 2

F=F+F,;=

=T
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Se puede obtener el mismo resultado calculando la integral curvilinea de F'5 ya que F'y
es conservativo por tratarse de un campo central y la curva es cerrada.

B) Utilizando el teorema de Stokes. Se puede considerar una superficie regular que no
pase por el origen y cuyo borde orientado sea la curva descrita en el enunciado.

Una de estas superficies es la semiesfera 22 +y? + 22 = m?, z > 0, que debe orientarse
segun el vector normal saliente a la esfera que la contiene.

/Fdﬁz/rotF-dO'
c E

:/<(x+y)2—22 (y + 2)? — 22 (x—i—z)Q—yQ)' (2,9, 2)

(22 4+ 2+ 22)7 (22 + 92+ 22)° (22 + 2+ 22)° ) (2% +y? + 22)1/2

do
1
:ﬁ/ (('T+y)2_z27 (y+2)* —a°, ($+2)2—y2)-(x,y,z)da
E

1 2 .2 2 1 / 1 3
= — +y+ +y +27)do = — do = —(m =T.
mS/(x y+2)(z°+y° +2°)do 5 [ zdo m3< m”)

Problema 3

Este problema consta de dos apartados independientes.

3.1. Calcular el volumen del sélido encerrado por las superficies 3; y Y5 de ecuaciones

Yt +4y* + 82 =8,
Yoiy+z=1.

3.2. Sea X la porcion del plano de ecuacién 2z 4+ y + 3z = 1 contenido en el primer
octante. En cada punto de ¥ hay definida una densidad de carga que es proporcional a la
suma de las distancias del punto a los planos XZ y Y Z. Se pide calcular la carga total
de la superficie X.
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Respuesta:

1. La superficie ¥J; es un paraboloide eliptico invertido. Para comprobarlo basta con cortar
por planos z = A, con lo que se obtienen las curvas I'y

22 4+ 4y? =8 — 8,
Z2=A\.
Vemos que I'y es una elipse cuyos semiejes decrecen cuando z aumenta. Como 8 — 8\ no

puede volverse negatico (el miembro de la derecha es una cantidad no negativa) el valor
maximo que puede tomar z es z = 1.

Por tanto, el sélido A que indica el enunciado es el que se muestra, proyectado sobre
el plano Y Z, en la siguiente figura
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Por el tipo de superficies, parece que la mejor opcion para calcular el volumen de A
es fijar x e y e integrar en z, es decir,

Vol(A / / ( / - )da:dy

plano

donde B es el recinto resultado de proyectar A sobre el plano XY
Sea I' la curva interseccion de las dos superficies, cuyas ecuaciones son

v? + 4y + 82 =8,
y+z=1.

Claramente B es el recinto limitado por la curva I proyecccion de I' sobre el plano
XY. Para calcular I eliminamos la z entre las dos ecuaciones anteriores, y se obtiene

2?4yt -8y =0
z2=0
cuya ecuacién como curva en R? es 22 + 4y? — 8y = 0 o, lo que es lo mismo,

X

(5) +w-1=1

que es una elipse cuyo centro estd en el punto (0, 1).

Por ello
Zpdrdb
Vol(A / / ( / ) dxdy = / / (Zparab — Zplano) dxdy (5)
# B

plano

donde B estd definido por (g) +(y—17°<1.
Asi

VOZ(A)://B <% (8—x2—4y2)—(1—y)) dxdy://B <—%2—y;+y> dxdy

Hacemos el siguiente cambio (z,y) = ¢(p, 0) a elipticas

x =2pcost (6)
y=1+psenf

para el que el jacobiano es 2p. El antitransformado del conjunto B es el rectangulo
6~'(B) = {(x.0): 6 € [0,2x], p € [0,1]}

Por tanto tenemos

0 142 0 2sen? 0
Vol(A // < Pcos 14 psen2+,0 sen +psen0+1)2pdpd6:

27 ; 1 i X 1 _
:/O /O(p—p)d,odezzn/o (p—p°)dp=2m -—7)=%
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Otra posibilidad, menos directa, para calcular el volumen es separar en (5) en dos
integrales, es decir,

Zparab
Vol(A) = // (/ dz) dxdy = // Zparabdxdy — // ZplanodTdy
B \J: B B

plano P

-~ -~

V1 V2

Ahora

1 1
Vlz// zparabdxdy:// —(8—x2—4y2) dxdy:—// (8—x2—4y2) dxdy
B B8 8JJg

Para calcular esta integral hacemos el cambio a elipticas (6) y tenemos

1 2o 200520 149 0 + p?sen?d
Vlzg/ / (_p C;)S T psen2+p sett —|—psen9—|—1> 2pdpdh =
o Jo

or  pl 2 1 2m
_ 2 / / (4p — 4p® — 8p° sen0) dpdf = = / {/ (4p — 4p® — 8p*sen 0) d@} dp =
8 ) Jo 8Jo Lo

2 [ 2 2% 2rx4 [1 2% 2 % 4
:_/ 27r(4p—4p3)_8p2/ sen @ dpzl/ (p—pg)dp=$<
8 0 0 8 0 8

I
0

Vo= // Zplanodxdy = // (1 —y)dxdy
B B

Para calcular la integral doble anterior tenemos distintas posibilidades. Una es hacer
el cambio a elipticas (6)

Por otro lado,

x = 2pcosf
y=1+ psend

con lo que

2w 1 1 2
Vo = / / —psen 02pdpdh = —/ p? / senf | dp =0
o Jo 0 0

!
Otra posibilidad es usar que

ng// (1—y)dxdy://dxdy—//ydxdy:%r—?ﬂ*l:()
B JJB Y JB _

g g

I I
Area(B) Area(B)*yp(B)
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donde hemos usado que el area de B es 27.
Por tanto,

T T
A = — = — — e
Vol(A) =V, =V, 5 0 5
2. La densidad de carga es
pl,y,2) = C(z+y)

donde C' es la constante de proporcionalidad.
Asi tenemos que la carga total de la superficie X es

Q:/Ep(x,y,z)da:C’/E(x+y)da

Para calcular esta integral de superficie tenemos que parametrizar la misma. Para ello
podemos usar que X se puede expresar mediante una ecuacioén cartesiana explicita,

s=h(r,y) = 3 (120 —y), (5,y) € D

donde D es la proyeccién de 3 sobre el plano XY, es decir, laregion D = {(z,y) : 2z +y < 1, z,y > 0}.

—

Entonces una parametrizacion (z,y, z) = ¢ (z,y) para X es
X9 y=y t (z,y) €D

Ahora consideremos
. o6 b oh oh 2 1
N = — _ = _— _— 1 g —_ — 1
(z,y) = 5 (@,y) % o (z,9) ( B (& Y) 9 (z,y), ) (3,3, >

Obsérvese que, como estamos trabajando con una integral de superficie de un campo
escalar, es indiferente la orientacion de la superficie, es decir, podemos trabajar con el

vector (%,%,1) 0 con (—%,—%,—1).

Por lo tanto,
- 2\? [1\* V14
e = i () + () =0
Asi tenemos

Q:/Ep(z,y,z)dazC//D(x%—y)@dxdy:
:gC’//D(x—i-y)dxdy:QC’//D(x%—y)dxdy:

:@c/j </012x(x+y)dy)dx:---:g0
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Convocatoria extraordinaria

Problema 1

Este problema consta de 5 preguntas sobre cuestiones numéricas y de “verdade-
ro/falso”.

1
Pregunta 1. Se considera el campo vectorial F' (z,y) = ———— (—y, x) definido para

42 4 92

(z,y) # (0,0), y las siguientes curvas planas, orientadas positivamente:

» La circunferencia C,: 2% + y? = 25.

= La elipse Cy: 422 +9y* = 1

1.

Se pide:
Decir si la circulacién de F' a lo largo de estas dos curvas es IGUAL o DIFERENTE.

2. Calcular la circulacion de F' a lo largo de la circunferencia C4.

Pregunta 2.

1. Sea Q C R? un abierto conexo y F : Q — R3 de clase uno en ). Entonces, si F es
irrotacional en 2, también es conservativo en (2. A% |:| F D
2. Sea Q C R? un abierto y F : Q — R? de clase uno en Q. Entonces, si F admite un
potencial vector en €2 , también es solenoidal en €. \Y% D F D
3. Si F es un campo vectorial de clase 1 en R\ {0}, entonces el flujo de F a través
de cualquier superficie cerrada que contenga al origen en su interior, es el mismo

(salvo signo).
vi ] rL]
4. Todo campo central es irrotacional y admite un potencial vector en el dominio en

el que el campo es de clase uno. \Y |:| F D

Pregunta 3. Se considera una pirdmide maciza de base cuadrangular y tal que todas las
aristas de la misma tienen longitud v/2.

1.
2.

La altura de la piramide es 1. A% D F D

Calcular la masa de la piramide sabiendo que la densidad en un punto de la piramide
es 4 veces la distancia a la base.

56



Pregunta 4. Sea Q = {(z,y,2) € R3 22 +y>+ 22 <4, 2 > 1} y ¢ la transformacién
dada por g(u,v,w) = (ucoswvsenw,usenvsen w,ucosw). Escribir el conjunto antitrans-
formado por g de 2

g (@) ={(uv,w) eR?/  <uv< ,

IN
g
IN
IA
IS
IN
——

Pregunta 5.

1. Sea g : R\ {0} — R una cierta funcién de clase 1, ¥ = (z,y,2) y r = ||7]|. Se pide
calcular el flujo de F'(7') = g(r)7 sobre la superficie 22 + y2 + 22 = 1 orientada segiin
la normal saliente.

2. La circulacién del campo ﬁ(f) = 7" sobre cualquier curva no cerrada contenida en
la superficie 22 4+ y* + 22 = 1 es nula. V[ ] F[]

Respuesta:
= Pregunta 1. 1.1. IGUAL. 1.2. 7/3.
= Pregunta 2. 2.1. Falso. 2.2. Verdadero. 2.3. Falso. 2.4. Falso.

Pregunta 3. 3.1. Verdadero. 3.2.2/3.

Pregunta 4.

g Q) ={(u,v,w) eR*/ 0<v<2r ,0<w<

Pregunta 5. 5.1. 4wg(1). 5.2. Verdadero.

Problema 2

Sea S la superficie térica de ecuacién

2
(Va2 =5) +22 =9

y sea F' el campo
F = (:L‘y—i-z, Y22, zx) .
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Sea I' la curva que resulta de la interseccién del plano y = 0 con la porcién de S contenida
en el semiespacio x > 0 y orientada como muestra la figura.

r

N

1. Calcular el flujo del campo F' saliente de la superficie S.

Se pide:

2. Calcular, utilizando la definicién, la circulacion del campo F' a lo largo de la curva
I.

3. Hallar la circulacién del apartado 2 calculando una cierta integral de superficie.

Respuesta:

La superficie S' es el toro generado cuando la circunferencia de la siguiente figura gira
alrededor del eje z

1. El campo F es de clase 1 en R? y por ello el flujo estd bien definido. El ejercicio se
puede resolver calculando el flujo usando la definicién. Para ello habria que hallar una
parametrizacién (z,y, z) = ¢(u,v), (u,v) € D de la superficie y calcular el vector

0 0
N(u,v) = a—jj X %

lo que no parece muy sencillo.
Como la superficie térica S es cerrada y F es de clase 1 en R? se puede aplicar el
teorema de Gauss al interior V' de S con lo que tenemos

I:://SF-da:///VdivFdV:///V(y+z2+x)dv

Como V' es simétrico respecto de los tres planos coordenados y las funciones = e y son
impares en x e y respectivamente, tenemos que sus integrales sobre V' se anulan y por ello

=[] v
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Usando la paridad de 22 respecto de z y la simetria de V tenemos

[:8///*,22(1‘/

donde V* es la porcion de V' contenida en el primer octante.
Para calcular la integral anterior hay distintas posibilidades. Veremos tres de ellas:

a. Fijar z e integrar en x e y. Entonces, si denotamos M, a la intersecciéon de V* con
un plano horizontal a una altura z

183

tenemos

3 3
I = 8/// 2dV = 8/ 2 <// dxdy) dz = 8/ 2*Area(M,)dz
- 0 . 0

M, es un cuarto de una corona circular. De la ecuacion de S tenemos
Va2 +y2 =5+ V09— 22
con lo que los radios de los circulos interior e exterior de M, son
r(z) =5 —vV9—22 ; ry(z) :=5+V9— 22

y por tanto

Area(M,) = (5—1-\/—72) ( —\/9—72:2)2:-~-=57T\/9—7Z2

T _r
4 4

Asi

jus

3 3
I = 8/ 2 Area(M,)dz = 407?/ 22V9 — 22dz = 407r/2 (3sen 0)* v/9 — 9sen? 03 cos fdf =
0 0 0

cambio z=3sen

1

; 33 1T (3)r (2 1 ® 405
= 407'('81/0 Sen QCOS 9d9 = 40781 - 5(5 5) = 407815% = 407815@ = 771'2
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b. Fijar x e y e integrar en z. Denotemos B a la proyecciéon de V* sobre el plano XY,
que es un cuarto de corona circular con radios interior y exterior 2 y 8

A

2
Sea Zipro = \/9 — <\/£L’2 +y? — 5) la altura z que corresponde a cada (z,y) de B. Asi

tenemos

3
Ztoro 2\ 2
128/// z2dV:8// / 22dz dacdy:§//zfomdxdy:§// 9—<\/x2+y2—5> dxd
Ve B \Jo 3JJB 3JJB

Esta integral se calcula mediante un cambio a polares
e 8 gm [®
I:—/ / (9—(p—5)% pdpdez——/ (9—(p—5)%)
3 0 2 3 2 2 cambio p—5=t
8 s 5 3 5 8 3 3
= / (9—t2)3tdt+5/ (9—t2)3dt :—510/ (9—t2)3dt
32\ J_; _3 32 0

donde se ha usado que la primera integral se anula al ser el intervalo de integracion
simétrico respecto del origen y la funcion subintegral impar. Ahora haciendo el cambio
2z = 3sen f tenemos

8 2 8 1T (3 (L 4
I=—510*81/ cos40d9:—510*81—M=---=&n2
39 ; 39 2 I(3) 2

[MIed

c. Hacer un cambio de variable que transforme el toro en un rectangulo. Utili-
zaremos que el sélido V* se puede parametrizar usando 3 variables que tienen una inter-
pretacion geométrica muy clara y usaremos dicha parametrizaciéon para hacer un cambio
de variable que transforme el toro en un rectangulo.

Consideremos las variables p, 8 y ¢ definidas en la siguiente figuras:

\ 5 + pcost
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Usando las 3 variables anteriores, los puntos de V' se pueden describir de la siguiente
forma
x = (b + cosf)cos g
y=(5+pcosf)seny 0 €[0,27], ¢ €[0,27], p €[0,3]. (7)
2z = psenf

Si quisiésemos hallar una parametrizacién del toro bastaria con tener en cuenta que los
puntos de la superficie torica S corresponden a hacer p = 3 en la expresién anterior, es
decir,
x = (b+3cosf)cosyp
y=(5+3cosh)seny : 0 €l0,2n], p €0, 27]
z = 3senf

Si definimos el cambio (x,y, z) = T(p, 0, ¢) dado por las ecuaciones (7), tenemos que

T-1 (V) =0,3] x [0,27] x [0, 27], es decir, la imagen inversa de V por la transformacién
—— T N——

p ¢
T es un rectdngulo. De la misma forma T (V*) = [0,3] x [0, 7] x [0, 7/2].

El jacobiano del cambio es

cosfcosp —psenfcosyp —pcosbsenp — bsen
JT = | cosflsenyp —psenflseny pcosfcosp+Hcosy | =
sen 6 pcosf 0

= —p*sen®@cos @ — p® cos® cosf — 5p = — (p2 cos + 5p)

con lo que |JT| = |— (p*cosf + 5p)| = (p*cost + 5p) = p(pcosb + 5) que sblo se anula
cuandop = 0. Ademés, el cambio es inyectivo salvo en la frontera de T~'(V*) con lo que
se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de cambio de variable en integrales
multiples.

Por lo tanto

I = 8/// 2dV = 8/// (p*sen’d) (p* cos 0 + 5p) dpdfdyp =
V* Tﬁl(V*)

z T 3 3 z
= 8/2 / / (p256n2 9) (pQ cosf + 5,0) dpdfdyp = 8% / /2 (p4sen2 6 cos  + 5p’sen’ 9) dfdp =
o Jo Jo 0o Jo

T 3 s
=8— / / (5p356n2 9) dbdp
2 Jo Jo

pues, al ser la integral en [0, 7] del producto de una potencia del seno por una potencia
. . ™ 2
impar del coseno, la integral fo sen”  cos 6df es nula.

En definitiva,

3 2 405
I= 855/ p3dp/ sen20df = - = — 72
27 J, . 2
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2. La curva IV con ecuaciones

r =5+ 3cost
y=20 t € [0,27]
z=3sent

corresponde a la curva I' recorrida en sentido contrario. Por ello
C’::/F-dr:— F-dr:—/ (xy~|—z, Y22, zx)-dr < —/(z, 0, zx)-dr =
1" I"l 4 ’

2m
= —/ (3sent, 0, (3sent) (5+ 3cost)) - (—3sent,0,3cost)dt =
0

27
:—/ (—9sen2t+45sentcost+27sentcoth) dt =
0

271 27 271 27
= — —9/ sen® tdt + 45/ sent costdt + 27/ sentcos’tdt | = 9/ sen®tdt = 97
0 0 0 0

' '

I Il
0 0

3. Sea II la superficie correspondiente a la porciéon del plano X Z contenida dentro de
. Claramente si orientamos IT con el vector n = (0,1,0), I' es el borde orientado de la
superficie II. Como F es de clase 1 en todo R? tenemos que se puede aplicar el teorema
de Stokes al campo F' y la superficie 11. El rotacional de F' esta dado por

rot == (-2yz,1—z,1)

con lo que

C::/F-dr:/rotF-nda:/(—2yz,1—z,x)-(0,1,0)d(7:
r 0 I

:/(1—z)d<7:/da—/sz:Area(H)—():Qﬂ
I I I

donde se ha usado que fn zdo = 0 al ser z impar en z y Il simétrica respecto del plano
z = 0. Como debe ser, se ha obtenido el mismo resultado que en el apartado 2.

Problema 3

Se considera el sélido € interior al cilindro 22 4+ y? = 2z, limitado por la superficie

z = y/x% +y? y por el plano XOY.
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1. Calcular el volumen de Q.
2. Hallar el area de su superficie lateral cilindrica.

3. Sea

r—1
F ) ) - 0707 +b+
02 ( ) y+2)

el campo de velocidades de un fluido. Determinar b para que el caudal neto que
atraviesa la tapa superior de €2 sea nulo.

Respuesta:

1. La ecuacién del cilindro es 22432 = 2z, que podemos reescribir como (z — 1) +y? =

1. Asi pues, el sélido considerado es

Q={(w,y,2): (@-1’+y" <1 0<z<Va?+y?)

luego es un recinto proyectable sobre el disco plano D : (z — 1)2 +y? < 1. Asi pues:

Vol (9 / / / drdydz = / / ( / o dz) drdy = / D\/dedy.

Para calcular esta integral doble, podemos cambiar a coordenadas polares en D,
donde se verifica que

-1+ <1le
Py <2r e
0<p<2cosh.

Asi, para cada angulo 6 con cosf > 0 (es decir, para § € [—7/2,7/2]) se tiene
0 < p <2cosf. Por tanto, la integral queda

w/2 2cos 6 1 w/2 16 w/2
Vol () = / / p*dpdf = g/ (2cos )’ df = 5 cos” 0df

7r/2 —7/2 0
32
= — cos@ 1 —sen®d) df = —.
FARIEIE
Aunque no es necesario para resolver este problema, adjuntamos la representacion
geométrica de este sélido €2, donde se aprecia su tapa superior y su superficie lateral
cilindrica.
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2. PRIMER METODO: La superficie lateral cilindrica de €2 es

S={(z,y,2): (—17+12=1 0<z< a2 +y?}

que admite de forma natural la siguiente parametrizacion:
¢ (t,z) = (1+cost,sen t,z), te0,2n],2z€[0,V2+ 2cost].

El limite superior de z procede del hecho de que

0<z< \/x )’ +y ) = \/(1 + cost)® + sen?t = v/2 + 2 cost.

Pues bien, basta aplicar la formula general del area de una superficie parametrizada:

V242 cost
Area / / 8(;5 8¢ dz dt.
82
Facilmente se obtiene que
aa—f = (—sen t, cost,0), g—f =(0,0,1)

que son ortogonales y unitarios, luego su producto vectorial 8¢ X ‘% tiene norma 1
(obsérvese que no es necesario calcular explicitamente este vector que resulta ser

9 99

5% < 3, = (cost,sen t,0) (8)

y es unitario). Por tanto,

i 21 pv/2+2cost 2r 2m
Area(Z):/ / 1dz dt = V2 +2cost dt =2 V14 costdt =
o Jo 0 0

27 T
:2/ cos(é)ldtzll/ cos()dt—S
0 2 0 2

SEGUNDO METODO (como integral curvilinea): De la superficie cilindrica que se
apoya sobre la curva C' : (z —1)> 442 = 1 (2 = 0), la superficie ¥ es la porcién
comprendida entre las graficas de las funciones h (z,y) = /22 +y? y g (z,y) = 0.
Por ello, puede calcularse el area de ¥ como la siguiente integral curvilinea sobre

C:
Area (%) = /(h g)dl = /\/x2+y dl.
C

Si se hace de esta forma, entonces hay que parametrizar la curva C, como curva en
el plano R? :

(x(t),y(t)) = (1 + cost,sen t) t €10, 27|
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y su vector derivada es (2’ (t),y’ (t)) = (—sen t,cost) que tiene médulo 1. Por todo
ello,

27
Area (%) = / Va2 +y?dl = / Va2 (t) +y? (t)dt =
c 0
2m 2
:/ \/(1+Cost)2+sen 2tdt:/ V2 + 2costdt =
0 0
2m
=2 \/1—|—costdt:2/
0

" cos E dt—4/ﬂcos E dt =8
0 2 o 2 o

Se llega al mismo resultado mediante ambos métodos.

. PRIMER METODO (utilizando el Teorema de Gauss): El campo F est4 definido
en R3 excepto en el plano y = —2. En € todos los puntos verifican (z — 1)2 +y? <1,
lo que implica que —1 < y < 1, luego F estd definido y es de clase C! en el sélido
Q). Por tanto, podemos aplicar el teorema de Gauss, que garantiza que

/Fds+/Fds+/Fds—///dw ) dxdydz

donde las superficies del primer miembro (tapa superior S, tapa inferior B y lateral
Y)) estan orientadas hacia el exterior de Q2. Ademds, div (F') = 1, con lo que

2

/// div (F') dzxdydz = Vol () = 39.

/Fds:y—/Fds—/Fds.
s 9 2 B

Por un lado, la superficie cilindrica lateral ¥ es recta, y F' es un campo de direccion
vertical, luego el flujo de F' a través de X es nulo; en otras palabras, F' es tangente a
¥ en cada punto (o bien es ortogonal al vector normal a 3 en cada punto; recordemos
que dicho vector normal viene dado por la ecuacién (8), y es un vector con tercera
componente nula). Por todo ello, fz Fds = 0 y tenemos que

/Fds:y—/Fds.
s 9 B

Queda, pues, calcular el flujo de F' en la base inferior de €2, que es el circulo B :
(z — 1)*+y? < 1 contenido en el plano z = 0, con vector normal saliente (0,0, —1).
Dicha integral de superficie queda

1
/Fds:// (000+b+—) (0,0,—-1) dady =
B D y+2
= —bArea // dxdy =
Dy+2
:—bw—/ </ ﬂd@)dr:—bw
0 o Tsen 42
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donde se ha realizado en D el cambio a polares x = 1+ rcosf, y = rsen 0 y se ha
obtenido una integral nula en [0, 27].

/Fdszg—l—bﬁ
S 9

y para que dicho flujo sea nulo, se tiene finalmente que

32
o’

Concluimos que

b:

SEGUNDO METODO: Podemos calcular directamente el flujo de F' a través de la
tapa superior S del sélido:

S={(@wy.2): @1+ <1 2= a2 1)

que es la grafica de la funcién z = /22 + y? definida sobre el circulo de R?, D :
(z — 1)* 4+ y? < 1. De esta forma, una parametrizacién natural es

P (z,y) = <x,y, Va2 +y2> (v,y) €D

y el vector normal asociado a la parametrizacion resulta ser

0P " v —x —y ]

oz Oy \/x2+y27\/x2+y2’
vélido en todo punto de S exceptuando el origen (no obstante, la integral de super-
ficie que obtendremos es continua en todo punto de .S).

En este apartado nos piden que el flujo a través de S sea nulo, con lo cual nos es
indiferente la orientacién de esta superficie (en particular, este es el vector normal
que apunta hacia el exterior del sélido §2). Calculemos dicho flujo:

r—1 - -y
Fds:// (0,0,\/x2+y2+b+ ) , 1| dedy =
/S D y+2 \/:£2+y2 \/x2+y2
r—1
= vVri+y?+b+ —— | dod
//D( e y+2) i
, r—1
= V% + y2dxdy 4+ bArea (D —|—// dxdy
//D (D) py+2

donde la primera integral doble es aquella ya calculada en el apartado 1, y coincide
con el volumen de €2, que es %. En cuanto a la iltima integral doble, realizando en
D el cambio a polares x = 1+ rcosf, y = rsen 6 se tiene que

-1 1 27 2 0 1 B 1
// ° dxdy:/ (/ &M) dr:/ r log (rsen 6 4 2)[0=2" dr:/ 0dr=0.
py+2 0 o 7Tsen 642 0 0
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Finalmente,
32
/ Fds=—+br=0
g 9
de donde
32

—5

b:
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Curso 2013/14

EC. Primera prueba comun

Pregunta 1. Sea el conjunto:

l‘2 y2
D = Y)ER?: -4+ 2 <13 .
{(my) sty < }

Se considera la funcién d (z,y) que indica la distancia del punto (x,y) al centro de coor-

denadas. Calcular:
J[ & duay -
D

Pregunta 2. Sea (2 el recinto del primer octante acotado por las superficies de ecuaciones
P?4+yP=2yz=1

1. Escribir los limites de integracion:

W] U rewsw)a]s

2. Sea ¢ la transformacién dada por g(p,p,0) = (psengcosf, psenpsend, pcosp).
Escribir el conjunto antitransformado por g de €2

IA
SS
IN
IA
)

IN

971 (Q) ={(p,p,0) eR?/ <p<

Pregunta 3. Sea I' el arco de curva de ecuaciones 2y = 22, 32 = 2% limitado por los
planos z =0 y x = 1. Se pide:

1. Hallar la integral de la funcién f (x,y, 2) = /1 + 22 + 4y? a lo largo de la curva I'.
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2. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(z,vy,z) = (z,2y, —zx) para

mover una particula del punto (0,0,0) al punto (1, %, %) a lo largo de la curva T

Pregunta 4. Se considera la regién A del primer cuadrante limitada por las tres curvas
de ecuaciones 22 +y> =9,y = 0y x = v/3 y. Sea I la frontera de A recorrida en el
sentido de las agujas del reloj. Se pide:

1. Calcular la coordenada x del centro de gravedad de A, supuesto éste homogéneo.

2. Calcular la circulacién del campo F(x,y) = (—zy,2?) a lo largo de la curva T.

Pregunta 5. Se considera el campo vectorial

_ Yy x
F('r?y)_ <_I2+y27 I2+y2> )

y el conjunto  C R? definido por:

Q={(z.,y) €R*: (z—a) +(y—b)? <r*} .

donde a, b y r son niimeros reales positivos.
Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, marcando con un aspa
la opcién que proceda.

1. Si a® + b < r?, entonces F admite un potencial escalar en 2. V |:| F |:|

2. Si a®+ b > r?, entonces la circulacién de F' a lo largo de cualquier curva de Jordan
contenida en €2 es nula. V |:| F |:|
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3. Se consideran todas las curvas C! a trozos contenidas en el semiplano y > 0 con
origen en el punto (—1,2) y extremo en el punto (2,1). Entonces, la circulacién de
F alo largo de cualquiera de ellas vale lo mismo. V |:| F I:l

4. Si b > r entonces U(z,y) = —arctan(z/y) es un potencial escalar de F en Q. V

L[] FL]

Respuestas.
1. 2557 /2.
2.

///Qf:/ol [/0 (/Omf(x,y,z) dy> d:zc] i

1
Q) = NeR/ 0<o< 0<0<Z. 0<p<
g () (p,p,0) €eR?/ Sp<y, 0505, 0<p< o
3. 1. 23/15; 2. 1/12.
4. 1. 6/m; 2. —27/2.
57 FVVYV
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EC. Segunda prueba comiin
Problema 1
Se considera el campo vectorial

(x7 y7 Z)
(xQ +y*+ 4]2\;2

F(r,y.2) = W Ve £000

donde M denota el minimo digito no nulo entre las unidades, decenas y centenas de su
nimero de matricula. Se pide:

1. Estudiar si F' es un campo solenoidal en su dominio de definicion.

2. Se considera la superficie cerrada

2’2

e 1.

Sty +

Sea S la porcién de S con z > M, y sea Sy la porcion de S con z < M. Hallar
el flujo de F' a través de las superficies S, S; y 52, todas ellas orientadas segtn la
normal saliente a S.

3. Si ¥ es una superficie contenida en R?\ {(0,0,0)}, regular y orientable, que tiene la

misma curva borde que S; jcudles son los posibles valores que puede tomar el flujo
de F a través de X7

4. jAdmite F' un potencial vector de clase 1 en un entorno de la superficie S del
apartado 27 Razonese la respuesta, sin efectuar calculos.

Respuesta:

1. Se comprueba facilmente que la divergencia es nula en R3 \ {(0,0,0)}:

div (x,y, 2 ) ) ) o\ —3/2
(22 + 92 +(227(4J)\/[2))3/2 v (((x +y? + 27/ (AM?)) / ) (Y, 2) =

) 3 (2) )
(

@1yt 2/ @)\ 2 ) @yt 22 (b))

divF =

2 5/2'<.T,y,2):0

2. Este ejercicio se puede resolver de diferentes formas. Por ejemplo, si observamos que
en los puntos de S el campo F' toma el valor F' (r) = 7, podemos aplicar el teorema
de Gauss en el elipsoide E limitado por la superficie cerrada S, llegando a

//Schr://Srda:///Ededydz:SVOZ(E):47r(2M):8M7T_
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Para hallar el flujo a través de S; y de Ss, calculamos el flujo a través de una de
estas dos superficies y luego utilizaremos que

/ Fd0'+/ Fdo =8Mn
51 S2

ya que ambas estan orientadas segtin la normal saliente a S.

Parametricemos la superficie S; (se puede hacer de muchas formas: utilizando coor-
denadas elipsoidales, o como grafica de una funcién, o como superficie de revolu-
ci6én); aqui utilizaremos coordenadas elipsoidales, segiin las cuales los puntos de la
superficie S7 se parametrizan como:

(x,y,2) = & (t,v) = (cosvsent,senvsent,2M cost), (t,v) € [0,7/3] x [0, 27]

donde hemos utilizado que z = 2M cost > M con lo cual cost > 1/2 y ello implica
que t € [0, 3.

El vector normal asociado a esta parametrizacion es

00 0P ; ; Cost
—_— _ = Sen cosvsent,senvsent, —-
ot = v ’ T4

que tiene la orientacion saliente al elipsoide. El flujo del campo F' se simplifica a los
siguientes calculos:

2m z
/ FdO':// ’I‘dO':/ /3 2M sent dtdv = 4Mr (1—cosz> =2Mmr.
S1 S1 0 0 3

Obsérvese que esta parametrizacién podria extenderse a la superficie completa S,
tomando v € [0, 7]. Eso nos llevaria también a afirmar que

2m g
// Fda':/ / 2M sent dtdv = 4Mn (1 — cosm) = 8Mr.
S o Jo

Por 1ltimo, el flujo a través de la otra superficie Sy es

/ Fda://Fda—/ Fdo =8Mn —2Mm =6Mm.
So S S

METODO ALTERNATIVO: puede expresarse S; como grafica de la funciéon z =

z(z,y) = 2M+/1 — 22 — y2, y la condicién z > M implica que 2M /1 — 22 — y? >
M de lo cual se deduce que el dominio de los pardmetros es D : 22 + y? < v/3/2.
Habria que calcular el vector normal asociado a dicha parametrizacién, que es

N(z,y) - ( 2Mzx 2My )

Y 71
V1—a22 —y2 /1 — a2 — 2
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y realizar los célculos que llevan a

/51 Fda://D (m,y,z(;y))-:\f(x,y)dxdy//l) \/12‘;\347@@
= (M) (2m) / e = M (—vi=7)|" =2mm

. Obviamente, la curva borde de S; es la misma curva borde de Ss, y es una circun-
ferencia C' de ecuaciones z? + y* = 3/4, z = M. Si la superficie genérica X tiene
por borde esta misma curva C', delimita con S; un sélido £2; y con Sy otro sélido
Q5. Hay 2 posibilidades:

» Si ) -el sélido delimitado por Sy y Y- no contiene el punto (0,0,0), entonces
podemos aplicar el teorema de Gauss a €21 (en el que F' es solenoidal y de clase
1). Ello garantiza que el flujo de F' a través de X es, salvo signo, igual al flujo
de F' a través de Sy, es decir, £2M .

= En cambio, si el punto (0, 0,0) esta contenido en €2y, entonces (0,0, 0) no estara
contenido en 2y (el sélido delimitado entre ¥ y Sy). Por tanto, podemos aplicar
el teorema de Gauss a F en )y (donde F' es solenoidal y de clase 1) y razonando
igual que en el caso anterior, podemos asegurar que el flujo de F' a través de
> es, salvo signo, igual al flujo de F' a través de Sy, es decir, es +6 M.

. Si existiera ese potencial vector G de clase 1 en S = 57 U Sy, como S7, Sy tienen la
misma curva borde C, entonces podria aplicarse el teorema de Stokes para afirmar

que
/ Fda':// rotGda:/G:i// rotGda::I:/ Fdo
51 Sl C 52 52

(los signos dependen de las orientaciones de las superficies) pero por otro lado se
sabe que los flujos a través de Sy y Ss no son iguales ni opuestos (uno vale 2M y
otro 6 M7); esta contradiccién indica que no puede existir dicho campo G.

Otro razonamiento es el siguiente: Si existiera G de clase C! tal que rotG = F en
un entorno de la superficie S, entonces por el teorema de Stokes se tendria que

8M7T://Fda'://rotGda': G=0
s s as

y esta ultima integral curvilinea sobre el borde de S es nula, puesto que S es una
superficie cerrada. Llegariamos a una contradiccion; por tanto, es imposible que
exista dicho potencial vector G.
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Problema 2

Se considera el prisma recto de altura H representado en la figura,
cuyas bases son cuadrados de lado L y tal que el origen de coor-
denadas coincide con el centro geométrico del cuadrado de su base
inferior. Sea el campo vectorial dado por:

Fle,y.2) = (a(y+2), yle +2), 2z +)) .

Se pide:
A
1. El flujo total del campo F' saliente del prisma.

2. El flujo del campo F' saliente por cada una de las caras del prisma excluidas sus
bases.

3. La circulacién del campo F' alrededor de cada una de las curvas cerradas simples
formadas por la frontera de cada una de las caras (excluidas sus bases) orientadas
por la normales salientes del prisma.

Respuesta:

1 Aplicando Gauss

//Fdaz///dideV=///2(x+y+z)dv:2(xg+yg+zg)V:2ng:L2H2
S \%4 v
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2. Cara en el plano z = L/2

1 1 1 1 H 1
F,=-L O, = -L dydz = =Lz A= -L—HIL = ~L*H?
=5 (y+2) = &, ) //S(y+2) ydz = 5Lz 515 1

Cara en el plano x = —L/2

1 1 1
Fil=——L({y+z2) =& = —L//(y—i—z)dydz: ~L*H?
2 27 ) /s 4

Cara en el plano y = L/2

1 1 1 1 _H 1
F2:§L($+Z):>(I>3: §L//S(x+z)dxdz: §ngA: §L3HL:ZL2H2

Cara en el plano y = —L/2

1 1 1
S VTR P FRN P
2 27 /s 4

3. Cara en el plano z = L/2

P (....,y<z+ 2.2 (?” 5))

H 1
Fdl:// (D2F3—D3Fz)dydz:// (= =) dydz = 2A = THL = SH’L
@] o

Aplicando Green

0C1

Cara en el plano x = —L/2

F

I
VR
s
I
|
2o | b
:_/
I
VR
Neg
|
po |
~_
~~

Aplicando Green

H 1
Fdl = // (Do Fs — D3F) dydz = // (2 —y)dydz = 2)A = —HL = ~H?L
9Cs Cs o 5 5

Cara en el plano y = L/2

Aplicando Green

H 1
Fdl = // (DsFy — Dy F3) dedz = // (x —2)dedz = —2y)A = ——HL = —-HL
0C3 C3 Cs 2 2
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Cara en el plano y = —L/2

Aplicando Green

H 1
Fdl = // (DsFy — Dy F3) dedz = // (x —2)dydz = —2)A=——HL = ——H?’L
0Cy Cy Cy 2 2
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Convocatoria ordinaria

Problema 1

Sea la superficie ¥ definida por

4a? +4y? 4+ 22 =2
z>1

1. Se considera el solido K limitado por X y el plano z = 1. Calcular la masa de K
sabiendo que la densidad en cada punto de K es proporcional a la distancia del
punto al plano XY, siendo k la constante de proporcionalidad.

2. Calcular el flujo del campo

(22, 2y, 2%)

\4 r,y,z)=
( ) \/4902—1—43/2—1—22

sobre la superficie ¥ orientada de forma que la normal tiene su tercera componente
positiva.

3. Calcular los valores reales del parametro o para los que el campo

(yza Tz, —8$y)

F(z,9,2) = (422 + 4y? + 22)°

es solenoidal en su dominio de definicién.

4. Sea C' la superficie cénica formada por los segmentos que empiezan en el punto
(1,1,7) y terminan en los puntos de la curva I'

{4x2+4y2+z2:2
r
z=1

Se supone que C' esta orientada de forma que la normal es saliente al sélido K del
apartado (1). Se pide calcular el flujo del campo

(yZ7 Tz, _8Iy)

H(2,y.2) = (4x% 4+ 4y% + 22)2

sobre C.

Respuesta:
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1. Se trata de calcular la integral

M = /// pdxdydz
K

donde la densidad es p (z,y, z) = K |z|. El sélido K esté limitado por un paraboloide
invertido y un plano horizontal. Como K esta situado en el semiespacio z > 0
tenemos que |z| = z y por tanto

M = m/// zdxdydz
K

Hay varias estrategias razonables para calcular esta integral. Una de ellas es fijar z,
es decir, cortar por planos z = cte, e integrar en (z,y). Al cortar K por un plano a
altura z se obtiene un circulo, que denotamos M., de centro el origen y radio

1
r, = 5\/2 — 22
La altura minima y méxima a las que dichos planos intersecan a K son z = 1y

2z =+/2, por lo que

V2 V2
M:ﬁ///zdxdydz:ﬂ/ <// zdxdy)dz:ﬁ/ z(// dxdy)dz:
K 1 . 1 2
V2o V2o K [V2 T
:m/ zArea(MZ)dz:ka/ 2= (2—22)dz:—/ (2z—2%)de=-- = r—

2. La superficie X es de clase 1 y el campo V es continuo sobre la misma, con lo que

el flujo pedido
2
22, 2Y, 2
¢::/V-da: (zr.29,27) 4,
> » \/4a? + 4y? + 22

esta definido. La expresién del campo es complicada pero observamos que, sobre
la superficie ¥, se cumple que /422 + 4y2 + 22 = /2 con lo que la expresién del
campo se puede simplificar. Asi tenemos

e [V .do = L 2) .
qb.—/EV do \/i/z(zx,zy,z) do

Ahora podemos calcular el flujo del campo (zz, zy, 2?) aplicando la definicién o bien
aplicar adecuadamente el teorema de Gauss (para lo cual, obviamente, habra que
cerrar la superficie X). Puesto que div (zz, 2y, 2?) = 42, vemos que la integral triple
que se obtiene al aplicar el teorema podria estar relacionada con la integral calculada
en el primer apartado. Seguiremos pues este camino.

Consideremos el compacto K. Como (zx, 2y, 2?) es de clase 1 en un abierto que
contiene a K (de hecho es de clase 1 en todo R3) y la frontera de K estd formada
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por un ntumero finito de superficies de clase 1, tenemos que se cumplen las hipdtesis
para aplicar el teorema de Gauss a dicho campo en K y tenemos

/// div (zx,zy,zQ) dxdydz :/ (zx, zy,zQ)-dO' = / (Z:U, 2y, zQ)-da'—/ (za:, zy,zz)-da
K oK b 1

donde II denota la porcion del plano z = 1 que cierra la superficie ¥ orientado por
el vector n = (0,0, 1), y que es un circulo de radio 1/2. Por lo tanto

/(zm,zy, da‘—/// le zx 21, 2 )dacdydz+/ (zx 2Y, 2 ) do
b
= 4/// zdxdydz +/ (zx, 2y, z2) -do = 4 +/ (zx, 2y, 22) -do
K 1 apdt;. 1 16 I

Para calcular el flujo sobre II, usamos que el vector normal unitario es n = (0,0, 1)

/ (22, 2y,2%) - do = / ZPdo = / do = Area(Il) = —
I I T I

z=1 sobre II

En definitiva

b= /V da—\/_/ 2T, 2Y, % da—%<4116+2>:27r%

. El dominio de definicién de F es M :=R3\ {0} sia >0y M :=R>en el caso o <0
y en dicho dominio el campo es de clase. Utilizando la expresién para la divergencia
del producto de un campo escalar y un campo vectorial tenemos

div (yZ,.TZ, _Sxy) —
(4x? + 4y? + 22)°
1 1
= - (yz, 22, —8xy) + 5
(4x% 4+ 4y? + 22) (y y) (4x? + 4y? + 22)
:(4:1:2+4y2—|—z) grad 1 — grad ((42” + 4y* + 2%)%) 1
(422 + 4y? + 22)* (422 + 4y? + 2?)
0— o (4a? + 4y + 22)* "
(422 + 4y? + 22)**

= grad div (yz,zz, —8zy) =

0

N (8I78y,22) ’ (yZ,l’Z7 —Sxy) ?
div(yz,zz,—8zy)=0 z,

(8z,8y,2z)-(yz,x2,—8zy)=0

con lo que F' es solenoidal en su dominio de definicién para todo valor real de a.

. El campo H no es mas que el campo F' en el caso a = 2, por lo que es de clase 1 y
solenoidal en R3\ {0}. Por lo tanto, el flujo de H a través del cono C' coincide con el
flujo de H a través de cualquier superficie cuyo borde orientado sea el mismo que el
de ¥ y que se obtenga deformando C' de manera continua sin salirnos del conjunto
M en el que el campo es de clase 1. Tenemos asi que

/H-da':/H~d0'
c b

5 div (yz, 2z, —8zy) =



Otra forma de deducir lo anterior sin saberse el resultado de memoria es aplicar
el teorema de Gauss al compacto limitado por las superficies C' y ¥ y usar que

divH = 0.
En definitiva
— 1
c » (422 4+ 4y? + 22) 0 4 /s

422 +4y2+z2:2 sobre X

La razén para “sustituir” C' por X y no por la superficie II del apartado 2 es que,
como hemos visto, la expresién de H se simplifica mucho sobre ¥ pero no sobre II.

Ahora el flujo de (yz,xz, —8zy) sobre X se puede calcular aplicando la definicién o
mejor, teniendo en cuenta que (yz,xz, —8zy) es solenoidal en R?, podemos aplicar
el mismo argumento anterior para sustituir el flujo de (yz, xz, —8zy) sobre ¥ por el
flujo de dicho campo sobre II. Asi tenemos

1 1 1
/H~d0': —/ (yz,xz, —8zy)-do = —/ (yz,xz, —8zy)-do —/ —8xydo =0
c 4 Js 4 Jn 4 Jn

donde en la ultima igualdad se ha utilizado que el campo xy es impar en z y que la
superficie Il es simétrica respecto del plano x = 0.

1
n=(0,0,1)

Problema 2

Sea I el arco de curva parametrizado

v:[0,7] — R?
t +— (14 cos2t, sen2t, 2sent),

y sea S la esfera ||r|| = 2 orientada segiin el vector normal saliente. Se considera asimismo
el campo vectorial

F(r) = log([|7|)(r + a),
donde a es un vector fijo, no nulo.

1. Calclese la circulacién de F' a lo largo de I'. ;Es conservativo F' en su dominio de
definicion?

2. Calctlese el flujo de F' a través de S. jPuede calcularse el flujo aplicando adecua-
damente el teorema de Gauss?

3. Sea Y una porcion cualquiera de S. Exprésese el flujo de F' a través de ¥ en funcién
del area y el centroide de X..
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Respuesta:

1. Hagamos en primer lugar un analisis de la curva y del campo que se desea integrar.
La curva es cerrada ya que

7(0) = (1 + cos0, sen0, 2sen0) = (2,0,0) = (1 + cos 27, sen 2w, 2senm) = ().
Ademés, si calculamos la norma de y(¢) obtenemos:

Y|P = (1+cos2t)® +sen®2t + 4dsen’t
= 14 2cos2t+ cos? 2t +sen® 2t + 4sen’t = 2(1 + cos 2t) + 4sen’t = 4,

lo que nos muestra que la curva esta sobre S. Por otro lado, el campo F' puede
descomponerse en suma de dos campos,

F(r) = log([l7]) = +log([lr]) a;

el primero de ellos: log(||r||) = es un campo central y por consiguiente conservativo
en su dominio de definicién, que es R*\ {0}, mientras que el segundo restringido a la
esfera S es constante e igual a G(7) := log2 a. Sabemos que tanto la circulacién de
un campo conservativo como la circulacién de un campo constante (caso particular
de conservativo) es nula a lo largo de una curva cerrada, asi pues concluimos que

/F-ds:O.
r

Alternativamente, dado que nos dan la curva parametrizada, sabemos que la circu-
lacién a lo largo de I' viene definida por:

[ Feds= [ PO
r 0
calculemos la funcion integrando,

F(y(t)-+'(t) = log2 (v(t) + a)-7'(1)
log 2 [(1 + cos2t)(—2sen 2t) + 2sen 2t cos 2t + 2sent cost + a - ' (t)]
= log2 [—sen2t+a -~ (t)]

e integremos:

/F-ds = logQ[/ —sen2tdt+/ a-~'(t) dt}
r 0 0

= tog2 | X a0 | = 0+ a0 - (0] .

0
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Para terminar, nos preguntan si F' es conservativo. Su dominio de definicién es R3\
{0}; este conjunto es simplemente conexo y el campo es C*, por tanto la condicién
necesaria y suficiente para que el campo sea conservativo es que sea irrotacional,
calculemos entonces el rotacional de F':

rot [ log([[r[]) (r + a)] gradlog([[r[]) > (r + a) +log(||r[]) rot(r + a)

1 1
= HrH2r X (r+a)= —HTHJ xa#0

Asi pues F no es conservativo en su dominio de definicion.

2. Para calcular el flujo de F' a través de S tenemos presente que el vector normal
saliente unitario es n = /2, y que la norma de r sobre la esfera es constante e igual
a 2, por tanto:

/F-da’z/F-ndazlogQ/(r-z—i—a-i)da
S s s 2 2

Calculamos cada sumando por separado,

/r-£d0:2/da:2A(S):327r;
s 2 s

1
/a-zda:—/(alx—i-aQy—i-agz)da:O.
s 2 2Js

Podemos razonar que esta tultima integral es nula, por ejemplo, relacionandola con
una combinacion lineal de las componentes del centroide de S que es el vector nulo.
Concluimos que el flujo pedido es:

/F-da =32log2 7.
S

El teorema de Gauss no puede aplicarse directamente ya que el campo F' no esta
definido en el origen y no puede extenderse a ese punto con continuidad; para poder
aplicar el teorema el campo tiene que estar definido en el interior de la esfera, pero
esta contiene el origen. Sin embargo, la restriccion de F' a la superficie esférica S
coincide con el campo H (r) = log 2(r+a), que es C* en todo R3, luego a este campo
si puede aplicarsele el teorema de Gauss; ademas, H tiene divergencia constante e
igual a 3log2, entonces:

/F~da’ = /H-da = /// div H(r) dr = 3log2 V(int(S)) = 32log2 .
s s int(S)

3. Sea X una porcién cualquiera de S orientada por n = /2, el flujo de F' sera:

/F~nd0:1052/(r-r+a-r)da:1052(414(2)—%14(2)a-cz).
2 >
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Donde ¢y, denota el centroide de ¥, definido por:

czzﬁ</2xda,/zyda,/zzda).

Problema 3

Este problema consta de 4 preguntas sobre cuestiones numeéricas.

Pregunta 1. Sea Q el sélido de R? definido por:
Q={(z,y,2) R}/ 0<z, 0<y, 2<2<3, (22 +92)3? < 4yz}.

1. Expresar €2 en coordenadas cilindricas

<2< <6<

IN
S
IN

2. En cada punto de €2 la densidad es igual a la distancia al plano de ecuacion z = 2.
Calcular la masa de €.

Mq =

Pregunta 2. Sea el recinto B = {(z,y): 0 <z <1/2, 0<y <1, 4a*+y* > 1} y sea
I' su curva frontera, orientada positivamente. Dado el campo vectorial

. Yy
Glo.y) = (0’ 1+4x2+y2)'

1. Encontrar una relacién entre I = | G-ds v laintegral J := dxdy.
ﬂ: Yo es /A(r+mﬂ+wﬁ y

2. Calcular la integral I = /G -ds
r
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Pregunta 3. Calcular el drea de la regién acotada de R? contenida en el primer cuadrante
delimitada por las curvas:

vy =4, xzy =9, y =3z, y=4x.

Pregunta 4. Calcilese la integral curvilinea del campo F'(z,y) = (z,y) alo largo

2 + y?
de las siguientes curvas:

1. La circunferencia de centro (0,2) y radio 3 recorrida en sentido positivo.

2. El arco de la parabola de ecuacién y = (x — 2)? — 9 recorrido desde (—1,0) hasta
(5,0).

Respuestas.

1.1 2<2<3 0<0<Z= O<p<2\/zsen

2’
2. Mq = // |z — 2|dxdydz = =

1 1
2. [ =-8J = §(log3—log2)—i
5) 4
CA=2log (=
3 20g(3>
log 25
4.1, 0 p °g2 —log5.
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Convocatoria extraordinaria

Cuestiones

Pregunta 1. Sea f una funcién continua en R?, escribir los limites de integracién:

/02 (/03 o f(z,y) dx) dy =
/ ( / fa.y) dy) as

Pregunta 2. Dado a > 0, sea I el arco de curva de ecuacién polar p = a(1 + cosf), 0 <
0 < 6y. Determinar el valor de 6, para el cual la longitud de I" es 4a.

Pregunta 3. Se considera el campo vectorial F : D C R® — R3, F(r) = log(||r|)r,

donde D es el dominio de definicion. Entonces:

D es estrellado \Y |:|
F’ es conservativo en D \Y |:|
F es solenoidal en D \Y |:|
D es simplemente conexo A% |:|
F es irrotacional en D \Y% |:|

F' admite potencial vector en D \% |:|

F[]
F[]
F[]
F[]
B[]
F[]

Pregunta 4. Parametrizar la superficie cénica de vértice (1,1,0) y curva borde tiene por

ecuaciones 22 +y? =1, z=1.

z(u,v) =

y(u,v) =

z(u,v) =
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T
= —,
2 Il

la superficie S : 22+ y? 4+ 2"= 3, y sean S;, S, las porciones de S con z > 1,y z < 1,
respectivamente, todas ellas orientadas segin la normal saliente a S. Denotemos I, I, I,

los flujos de F' a través de S, Sy, .S5.
Decidir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

L I=1+1 v FLJ
2. I=1, v ] F[]
3.1=0 v ] F[]

4. Como F es solenoidal en R*\ {(0,0,0)} y las superficies Si, Sy tienen la misma
curva borde, entonces |I;| = |5 Vv |:| F |:|

Pregunta 5. Se considera el campo vectorial F' (r) definido para r # 0. Sea

Soluciones:

1. /03 (/2\/m f(ac,y)dy) dx

0

2. 90:7T

3. FVFVVF

4.
z(u,v) = 14 wu(cosv—1)
y(u,v) = 1+u(senv—1) , (u,v) € [0,1] x [0, 27]
z(u,v) = u

5. VFFF
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Problema 1

Considere el paraboloide eliptico de ecuacion cartesiana
2

2
T Y
I AR R
1779 =
y sean
s Q el sélido acotado de R? limitado por el paraboloide y el plano z = x.
= ) la porcion del paraboloide que forma parte de la frontera de €2,

= [' la curva definida por la proyeccion sobre el plano z = 0 de la interseccion del
paraboloide con el plano z = x.

1. Calcule el area limitada por la curva I'.
2. Sabiendo que el volumen de €2 es 127, calcule la primera componente de su centroide.

3. Calcule la divergencia del campo vectorial F(z,y,2) = (z — ) (z, y, —=z) especifi-
cando el mayor conjunto en el que esta definida.

4. Calcule razonadamente el flujo del campo vectorial F(x,y, z) definido en el apartado
anterior a través de la cara de ¥ cuyo vector normal tiene tercera componente no
negativa.

Respuesta:

En la figura se representa el paraboloide y el plano z = z

1. La proyeccién sobre el plano z = 0 de la interseccion del paraboloide con el plano z = x

es la curva de ecuacion cartesiana:
22
4

+

2
y—zl—:v,
9

87



situada en el plano z = 0. Completando cuadrados resulta

(r2f vy 9)

Es decir, T es la elipse de centro el punto (—2,0) y semiejes 2v/2 y 3v/2. Por tanto, el
area del recinto plano limitado por I' es

Area = (2v/2) (3v2)1 = 127.

NOTA: Si representamos por E el recinto plano limitado por I', el mismo resultado se
obtiene calculando la integral doble:

Area = // dxdy .
E

2. Como el volumen de §2 es 127, la primera componente de su centroide es, por definicion:

= Ton /// x dxdydz ,

donde €2 viene dado por las ecuaciones
2 2

Q: {(l’,y,z)ERBZI‘SZS]_—%-%,(.T,:U)EE}

y se ha representado por E el recinto situada en plano z = 0 del apartado anterior; es

decir:
(x+2)% 92 1}

+_

FE = cR?:
{(x,y) 3 15 =

Puesto que 2 es proyectable sobre elplano XY (o simple con respecto al eje Z) una
de las posibles formas de aplicar el Teorema de Fubini a la integral tripe que hay que
calcular es la siguiente:

- — /// vdudyds = — // dady /1%
_ 1%// ( ___%_ )dxdy.

Para calcular esta ultima integral doble, hacemos un cambio a las coordenadas elipticas
desplazadas:
r = -2+ 2\/5,0 cos, y = 3\/5,0 senf ,

de forma que el jacobiano de la transformacion es
= (2V2)(3V2)p = 12p.
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En estas coordenadas, el recinto E se transforma en el rectangulo
E* = {(p,@) ceR*: pe0,1],0 ¢ [0,2%]}

Por tanto:

o ([ (122 Y arty— 2 [ ) (ot -1) i
:—;/0 p(p—l)dp(/: (fpcos() >d9)— /Op(p—l)d,o——2.

3. Por definicién, la divergencia del campo F(z,y,2) = (z —x) (z, y, —z) es:

Nz—x)z O(z—2z)y J(z—1x)z
F— _ — 9
v ox + oy 0z “

que estd definida en R3.

4. Para calcular el flujo de F' a través de la cara de ¥ que se indica (que representaremos
por ©7) podemos aplicar el Teorema de Gauss al conjunto  C R3. Al hacerlo resulta:

/ F-da':// V . Fdzdydz = —2 ///xd:vdydz— 2(127) X.(Q) = 487,
o0+ Q 0

donde 90T representa la frontera de ) orientada segin su normal exterior (o saliente)
que es la unién de dos superficies. Una es X7 y la otra es la cara adecuada de la superficie
plana contenida en el plano z = z y limitada por la elipse dada por la ecuacién (9) descrita
en el primer apartado. La orientacién de esta cara (que representamos por E~) es la que
posee un vector normal unitario con tercera componente negativa.

Se tiene entonces:

/ F-da:/ F-d0'+// F . do.
ont >+ -

Ahora bien, como en £~ es z = x, el campo F' se anula sobre esta superficie y, por tanto:

/ F-da':/ F -do = 487,
o0t 3+

que es el valor del flujo que se pide calcular.
NOTA: El flujo también se puede calcular parametrizando adecuadamente la superficie
¥ F y utilizando la definicién.
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Problema 2

Se considera el campo vectorial:

1

(32%y, 2° +2yz, y* + 22)

la superficie
5 4o? + 2% + 22 =4
y=>1

orientada por el vector normal exterior al elipsoide y la curva:

recorrida en el sentido creciente de x.

Se pide:
1. Estudiar si el campo F' es conservativo.
2. Calcular el flujo del rotacional de F' a través de 3.
3. Hallar la circulacién de F' a lo largo de T.

4. Razonar sobre la validez de la siguiente afirmacion:

La circulacion de F a lo largo de cualquier curva cerrada sobre el elipsoide de
ecuacion 4x? + 2y? + 22 = 1 es nula.

Respuesta:

1. El dominio de definicién de F es el espacio perforado en el origen, R? \ {0} que,
como bien sabemos, es simplemente conexo; ademas, el campo en su dominio es
C* por lo tanto una condicién necesaria y suficiente para que sea conservativo es
que sea irrotacional. Para calcular su rotacional observamos en primer lugar que F'
puede expresarse como F' = g G donde ¢ es el campo escalar

1
422 4 2y2 4 22

9(2,y,2)
y G el campo vectorial
G(z,y,2) = 32y, ° +2yz, y* + 22)
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y podemos aplicar la férmula:
rot F' =rot(g G) = gradg x G + grot G.

Ahora calculamos el gradiente de g:

-2
4x? + 2y2 + 22)?

gradg(z,y, z) = ( (4z,2y, 2)

y el rotacional de G

k
9
0z

{ J
9 9
rot G(z,y,2) =| Ox y = (23/ —2y, 0,32% — 3x2) = 0.

3%y a2 +2yz y:+ 22

Asi pues el campo G es irrotacional y F' no es conservativo ya que es evidente que
los vectores (4z,2y, z) y (32%y, x>+ 2yz, y*+22) no son paralelos para todo (z,y, )
no nulo; basta tomar, por ejemplo el vector (0, 1,0),

1
ot F(0,1,0) = —5(0,2,0) x (0,0,1) = —(1,0,0) # 0

Obviamente puede responderse calculando expresamente el producto vectorial del
gradiente de g por G y viendo que sale un campo que no es idénticamente nulo:

-2

ot F(z,9,2) = (4x? + 2y? 4 22)?

(47,2y, 2) x (32%y, 2° + 2yz, y* + 22)

2
— (41‘2 + 2y2 + 22)2 (1}32 — 2y3 _ 4y2 + 2yz2’ 4xy2 + 81‘2 . 3x2y27 —4I’4 . 8xyz n 6x2y2)

. Este apartado puede hacerse de varias formas, si indican tres, algunas sin descender
al detalle.

a) Dado que nos piden calcular el flujo del rotacional, es natural plantearse la
aplicacion del teorema de Stokes. El campo F' es C*° en su dominio y la su-
perficie junto con su borde estd contenida en dicho dominio (observemos que
el origen —inico punto en el que no estd definido el campo— no esté sobre X),

entonces:
/rotF-da:/ F .ds
by B(Z)

4o? + 292 + 22 =4
y=1

donde
B(T) {
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es el borde de la superficie que se supone orientado coherentemente: la orien-
tacién coherente es antihoraria en el plano ZX.

Sobre la superficie el campo escalar g es constantemente igual a 4, por tanto:

1
F-ds:—/ G - ds
B(®) 4 Jp(z)

Ahora bien, se ha visto en el apartado previo que el campo G es conservativo,
y por tanto su circulacién a lo largo del borde de la superficie es nulo:

1
/rotF-da':— G- -ds=0.
by B(®)

Aplicando el teorema de Stokes e integrando el campo F' en el borde B(X);
una parametrizacion coherente con la orientacién de X es

r(t) = (% sent, 1, \/icost) . tel0,2n]

La componente tangencial del campo sobre la curva es

F(r(t) -r't) =~ [% sen’tcost — v/2(1 4 2v/2cost) sent| ;

la integral entre 0 y 27 de cada sumando es nula, luego

/rotF-dO':/ F.-ds=0.
b B(%)

Aplicando el teorema de Gauss a la superficie > U E frontera del sélido €2
limitado por la superficie ¥ y el plano y = 1. La superficie E consiste en el
interior geométrico de la elipse borde de Y en el plano y = 1,
B { 4o + 22 < 2
y=1
y se orienta por el vector —j. El campo rot F' es C° en () y por tanto es
solenoidal, asi pues

/rotF-da’—{—/rotF-da':///div(rotF):O
> E 0

:>/rotF-da':—/rotF-da':/rotF-jda
) E E

Solo tenemos que integrar la segunda componente del rotacional evaluada en
E, que puede parametrizarse naturalmente con los parametros x, z; denotamos
D el dominio de los pardmetros, que es 422 + 22 < 2 en el plano ZX:

Az + Saz — 327
/rotF-jda:—2// THOTE T OTE e = 0
5 p (4x? 4 2y% + 22)?
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La integral es nula porque los dos primeros sumandos son impares en x y D es
simétrico respecto del eje OZ mientras que el tercer sumando es también nulo
por la simetria de D respecto de OX y la imparidad en z.

d) Una forma muy elegante de ver que el flujo del rotacional es nulo consiste en
tomar la ecuacién implicita del elipsoide, E(x,y, z) = 42 + 2y? + 22 — 4 = 0;
sabemos que el vector normal es paralelo al gradiente de E, pero el gradiente
de E y el de g estdn relacionados: Vg = —g?V E, entonces el rotacional de F
es

rot F =VgxG=—¢°VE x G

por lo tanto (salvo eventualmente el signo), el flujo es la integral del campo
escalar:

VE
IVE]

VE

2
_PVEX G
IVE]|

rot F' -

Tenemos un producto mixto en el que dos vectores son proporcionales, luego
el resultado es nulo.

3. La curva I' esta sobre X, como ya hemos apuntado anteriormente,

1
Flgz 1G7

/F-ds:l/G-ds
r 4 Jr

Para calcular esta ultima integral podemos proceder de varias formas:

por consiguiente:

a) Calculando un campo U potencial escalar de G; es decir, resolviendo la ecuacién
diferencial vectorial grad U = G"

=322
ox vy

= U(I7 Y, Z) - l,3y + Ol(y7 Z)

ou 5 0Ci(y,2) 3
I - = 2
2y z” + y T° + 2Yyz,
9C(y, 2) =2yz = C1(y, 2) = y*2 + c2(2)
dy
ou

2, 2
— =y +(2) =y + 2z,
5, — ¥ talz) =y

A(2) =22 = c(2) = 2* +a
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La familia de potenciales de G (dependiente de la constante arbitraria a) es:
Ux,y,2) =2y + v’z + 22 +a

Ahora calculemos los extremos inicial y final de la curva, dichos extremos estan
en la recta de ecuacion y = 1, z = 0 los valores correspondientes de x son
+1/4/2, como nos dicen que la curva se recorre en el sentido creciente de z el
extremo inicial es o = (—1/4/2,1,0) y el final 8 = (1/4/2,1,0), por lo que la
circulacién pedida vale:

/FF-ds:%/FG-ds:i(U(ﬂ)—U(a))zg

Alternativamente, como el campo G es conservativo en R? la circulacién a lo
largo de una curva cualquiera depende unicamente de los extremos inicial y
final, podemos sustituir I' por cualquier curva de extremos inicial ¢ y final 3,
por ejemplo el segmento parametrizado (t) = (t,1,0), t € [-1/v/2,1/v/2]. El
vector tangente es r'(t) = (1,0,0) por lo que solamente tenemos que evaluar
la primera componente de G en 7(t):

1/v2 1/v2 5
/G ~ds = / G(r(t))-r'(t) dt = 3/ t2dt = tﬂiﬁfﬁ = £
r -1/V2 VNG 2

Se concluye, como antes,

/F-ds:l/G-ds:—
r 4 Jr

Por tltimo, el procedimiento directo, —parametrizando la curva—:

I'=Im~, 7(t)= (cost,v/2sent,0), Z <t< R

donde el rango de variacién de t se determina teniendo en cuenta que y =
Vv2sent > 1, la igualdad se da en los extremos del intervalo; como (7 /4) =
By 7(37/4) = a la parametrizacién orienta la curva en el sentido opuesto
al deseado. El vector tangente es 7/(t) = (—sent,v/2cost,0), y la funcién a
integrar:

~G((t)) -+ (t) = 3V2 cos’tsen’t — V2 cos't

Al sustituir las relaciones trigonométricas elementales:

1 2t 1-— 4t
cos’t =1 —sen’t = H%, Adcos’tsen®t = sen? 2t = %
nos queda:
/4] 21— cosdt 2 2t 4>/ 2
/G ds_\/_/ ( —i—cos N cos )dt:£ _sen2t  sen :i.
2 2 2 2 | 2

Se obtiene el mismo resultado que en los metodos precedentes.
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4. El campo F y el campo G coinciden sobre el elipsoide 422 + 2y% + 2% = 1; por tanto
su circulacién a lo largo de curvas que estén sobre el elipsoide también coincide. Por
otra parte, el campo G es conservativo en todo el espacio, por lo que su circulacion a
lo largo de cualquier curva cerrada es nula. Se concluye que la afirmacion es valida.
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Curso 2014/15

Convocatoria ordinaria

Problema 1 (EC/EF)

Este problema consta de dos preguntas que son completamente independientes.

Pregunta 1

Calcular el centro de masas de la porcién de paraboloide eliptico z = 2% + 43/?
comprendida entre los planos z = 2 y z = 4 sabiendo que sobre ella existe una
densidad superficial de masa definida por p(x,y, z) = (1 + 4% + 64y2)~ /2.
Pregunta 2

Se considera el campo vectorial definido por:
F(z,y,2) = (1+2°u(r,y,2),y°2" + 1),
donde u es un campo escalar de clase uno en R3.

2.1. Determinese u para que F' sea conservativo en R3.

2.2. Sea T' la curva definida por la interseccién del cono z? = z% + y*/4 con la
porcién del elipsoide 22 +y%/4 + 2% = 1 situada en el primer octante, orientada
de forma que su extremo inicial es su punto de corte con el plano y = 0 y su
extremo final es su punto de corte con el plano =z = 0.

Para u(z,y, z) = y?23, calctilese la circulacién del campo F sobre la curva T

Respuesta:

Pregunta 1. Por definicién, el centro de masas de la superficie > descrita en el enunciado
es un punto (T, Ym, 2m) € R3, cuyas componentes estan definidas por las integrales de
superficie siguientes:

1 1 1
Ty = M//z zp(z,y,2)do,  Ym = M//z yp(z,y,2)do,  zp = M//z zp(x,y, z)do
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donde p(z,vy, 2) es la densidad de ¥ y M es su masa, que viene dada por:

M://Ep(x,y,z)do

A la hora de calcular las cuatro integrales de superficie necesarias para determinar el
centro de masas, nos fijamos primero en las propiedades de simetria de la superficie y las
correspondientes propiedades de paridad de las funciones a integrar.

La ecuacién cartesiana que describe > es una funcién par en las variables x e y, por
tanto se trata de una superficie simétrica con respecto al eje Z. Ademas, como la densidad
es par en x e y, las funciones a integrar en las componentes x,, € y,, del centro de masas
son funciones impares en x e y, respectivamente. Por tanto:

//xp(x,y,z)da = //yp(x,y,z)da =0 = 2 =Yn=0.
2 )

Para calcular la tercera componente del centro de masas, z,,, debemos encontrar una
parametrizacién, ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), para X. En este caso una sencilla
consiste en utilizar como parametros las coordenadas cartesianas x e y. Al hacerlo, resultan
las siguientes ecuaciones paramétricas:

v(u,v) =u, yu,v)=v, z(uv)=u*+4* (yv)€D,
donde D es la corona eliptica dada por:
D ={(u,v) e R*, 2 <u’+40* <4} .

Calculamos ahora las dos integrales de superficie que faltan aplicando la definiciéon. Pa-
ra ello, obtenemos en primer lugar el vector normal a > asociado a la parametrizacion
considerada, que es:

i j k
op 0¢ _ | Ox(u,v) Oy(u,v) Ox(u,v)
=(—2u, —8v, 1),
ou v ou ou ou
Ox(u,v) y(u,v) 0z(u,v)
ov ov ov
Cllya norma es:
8¢ ¢

= (1 + 4u® + 640%)Y/2.

8u ED)

Entonces:

M= [ stadr = [[ ety 20 Hw 0%

= // (1 4 4u® + 640°) V2 (1 + 40® + 641}2)1/2dudv
D

://Ddudv:w(Q—l):
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Es decir, la masa de ¥ es igual, en magnitud, al area de D que es la corona eliptica
comprendida entre las elipses u? 4 4v? = 4 v u® + 4v? = 2, antes descrita.
En cuanto a la otra integral de superficie, es:

J [ sotevzao = [[ stuomptate ). UH

:// (u? 4 40?) (1 + 4u® + 640%) " V2(1 + 40 —|—64v2)1/2dudv
D

_ //D(u2 + 4v?)dudy

Para calcular esta integral doble efectuamos el cambio de variables:

dudv

r
u=rcosf, vziseHG,

cuyo jacobiano es r/2 y el dominio D* en las nuevas variables viene dado por:

D* = {(r,@) ER*, 0el0,2r] re [\@,2]} .

//szy, da—//u + 40?) dudv—// " d6dr
:/0 (/ﬁgdr) d9—§(2 - (V2)') = 3.

3

Por tanto, z,, = — = 3, con lo que, finalmente, el centro de masas que se pide calcular
s

es:

Entonces:

(xma Ym, Zm) = (07 07 3) .

Pregunta 2.

2.1. Como R? es simplemente conexo y F es de clase uno (puesto que el campo escalar
u lo es), para que este campo sea conservativo es condicién suficiente que su rotacional
sea cero. Si utilizamos la notacién F' := (L, M, N), esto significa que:
ON OM OL ON OM OL
VXxF ="+ ", —— —— — —
oy 0z 0z Or Ox Oy

ou ou ou ou
:<3y222 5 .0, ax) = (0,0,0) = % = 3y?2%, a—xzo.

De la segunda igualdad se deduce que el campo escalar 4 no puede depender de la variable
x. Integrando en la primera con respecto a z se obtiene el valor de u buscado:

g_z — 3y22;2 — u(l’ Y,z )— y223 +O(y)7
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donde C(y) es cualquier funcién de clase uno en R que, en el caso méas general posible y
debido a la segunda igualdad mencionada, solamente puede depender de y.

Alternativa.

Un procedimiento alternativo al que se acaba de utilizar consiste en recurrir al resul-
tado segtin el cual en un dominio (abierto conexo) de R3 (en particular el propio R3) un
campo vectorial continuo es conservativo si y solamente si es un campo de gradientes o,
lo que es lo mismo, deriva de un potencial escalar.

En el caso que nos ocupa el campo F = (L, M, N) es de clase uno en R? y por tanto
continuo. Serd entonces conservativo si y sélo si admite un potencial escalar U en R3; es
decir, si y sélo si U : R* — R tal que:

( OU(z,y, 2) — 142,
ox
_fou ou ouy oU(x,y, 2)
vu—(axuayaaz)_(L7M7N)<:> T:UA
8U($,y,z) _ y322_|_1.
\ 0z

Para ver si tal potencial U existe resolvemos este sistema de ecuaciones en derivadas
parciales de primer orden. Integrando con respecto a z en la tercera igualdad se obtiene:

Y323
U(.’L',y,Z) = T +z+ C(l’,y),
donde C(z,y) es una funcién cualquiera de clase uno en R? que, en el caso mds general
posible, puede depender de x e y.
Sustituyendo esta expresion de U en la primera igualdad e integrando con respecto a

x resulta: 50 3
% =1+ = C(w7y)=x+%+K(y)7

donde K (y) es, en principio, una funcién de clase uno en R que en el caso més general
posible puede depender de y. Se tiene, por tanto:

3,3 3
U(z,y,z) = %—i—z—l—x—l—%%—f((y).

Finalmente, sustituyendo esta expresion de U en la segunda igualdad, se determina el
valor de u para que F' sea conservativo:

y*2* + K'(y) = u(z,y, 2).

Como wu es, por hipétesis, de clase uno en R?, K(y) puede ser cualquier funcién de clase
dos en R.

2.2. Esta pregunta se puede responder sin necesidad de haber resuelto el apartado 1.
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Para ello es muy conveniente darse cuenta de que, para el valor de u = y?2® que se
especifica, el campo F' es conservativo, ya que es de clase uno y tiene rotacional nulo en
R3, que es un conjunto simplemente conexo.

Utilizando esta propiedad, se pueden considerar dos formas razonables de responder
que evitan tener que parametrizar la curva I'. Ambas requieren que se determinen sus dos
extremos.

Extremo final: E¢. La primera componente del extremo final es nula, por tanto las
otras dos se obtienen teniendo en cuenta que I' se encuentra en el primer octante y
resolviendo el sistema de ecuaciones no lineales:

2 1
22=y2/4, y2/4+22=1 — y:\/ﬁ, z:% — Ef:ﬁ(0’1’§> .
Extremo inicial: E;. La segunda componente del extremo inicial es nula, por tanto
las otras dos se obtienen teniendo en cuenta que I' se encuentra en el primer octante y
resolviendo el sistema de ecuaciones no lineales:

=z PPH+FrP=1 = r=z=-— = EiZ\/§<%,O,%) .
Las dos formas de calcular la circulacién son:
Primera: Calcular un potencial escalar de F'.
Segtn se acaba de probar en la respuesta alternativa al apartado 1, un potencial escalar
de F para u = y22° es
Y32 23
U(z,y,2) = —+z+z+ —.
3 3
Entonces, si representamos por I'(E;, E) el arco de la curva I' considerado, la circulacion
que se pide es:

1 7 1 7V2
F.ds=UE;)—UE)=>— —— =~ — -2
/F(Ei,Ef) (By) —U(E:) = 3 6v2 3 12

Segunda: Aprovechar que la circulacion de F', que es conservativo, es independiente
del camino que se siga para ir del punto inicial al punto final de la curva.

Entonces, la circulacién sobre la curva I'(E;, Ef) que se pide es la misma que se
obtiene, por ejemplo, si se calcula sobre el segmento E; E¢ que une sus extremos, una de
cuyas parametrizaciones es:

r(t) = (Ey — E)t + E; = (?(1_@,\@,?) ., telo,1].

Por tanto:

1
/ F-ds:/ F-ds:/ F(r(t)) - r'(t) dt,
F(Ei,Ef) EiEf 0
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donde:

F(r@t))-r'(t) = (1 + %(1 — )2, g V2t + 1) : (—?\@ o)

o (E=2)t+3

2v/2

con lo que, finalmente, se obtiene:

1 JR—
/ F.dsz/ F.dsz/ (t2_w>dt:1_7\/§'
I(E;,Ey) EE; 0 2v2 3 12

Alternativa. Si no se tiene en cuenta que F' es conservativo queda la alternativa de
calcular la circulaciéon usando la definicién, que es mas ardua desde el punto de vista de
los calculos a realizar.

Para ello, es necesario encontrar una parametrizaciéon para la curva I'(E;, E¢) que
puede obtenerse parametrizando su proyeccion sobre el plano XY, que es la elipse de

ecuacion cartesiana: )
Yy
2%‘2 + ? = 1 .

Entonces, una parametrizacién de la curva con la orientacién dada es:

2
ngcosé’, y =12 send, 2= 96[075}7

donde cabe mencionar que, aunque el angulo # no es el angulo polar, en este caso el rango
de variacion de ambos coincide.

Problema 2 (EC/EF)

Sea el sélido de R? definido por

Q:{(x,y,z)ERS, P4yt <z<4—\4—a2—y2, z<4}

y sea X su superficie frontera orientada segun el vector normal saliente. Se consideran
asimismo los campos vectoriales:

1

P2 = oz

(071_Zay)7 L(l‘,y,Z):(l',y,Z—l).

1. Calculese el flujo del campo H = F' + L a través de ..
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2. (1 punto) Estudiese la existencia una funciéon g de una variable real y tal que

T
?24+y?+ (2 -1

G(x,y,2) = )2($>y>9(2))

sea un potencial vector de F'; de existir, se dice que F' es un rotor o un campo
rotacional.

3. Estudiese si el campo H puede descomponerse como suma de un rotor mas un
campo conservativo.

Respuesta:

1. En primer lugar describamos la superficie 3. Observamos que el limite inferior de
2 es el paraboloide z = 2% + 92, por tanto z > 0; mientras que el superior es
z =4 — /4 — 22 — y? que puede reescribirse como x? + y? + (2 — 4)? = 4, asf pues
() es interior al paraboloide y exterior a la esfera. Hagamos la interseccion de estas
dos superficies:

2=+,
P4yt +(z—4)? =4

=24+ (z-4) =4 (z-4)? =42

Dado que z < 4, dividiendo ambos miembros por 4 — z concluimos z = 3, por lo
que la curva interseccién de ambas superficies es la circunferencia z? + y? = 3, en
el plano z = 3. Podemos decir que ¥ esta formada por la yuxtaposicién de dos
superficies regulares,

Y= =224y} 2<3,
Yo = 2+ + (2 —4)2=4, 2<3.

Parece muy largo parametrizar cada superficie y aplicar directamente la definicion
de flujo, asi que vamos a calcular la divergencia de H y ver si podemos utilizar de
alguna forma que la superficie es cerrada. Como la divergencia es un operador lineal,
calculamos por separado la divergencia de F' y la de L; para la de F' utilizamos la
férmula div(vV') = (gradv) - V 4+ v div V' escogiendo:

1
2?4y’ + (2 - 1)

v(z,y,z) = Viz,y,z) = (0,1 —z,y).

Es evidente que la divergencia de V' es nula; por otro lado, el gradiente de v es
proporcional a (z,y,z — 1) que es perpendicular a V' (z,y,2) = (0,1 — z,y) asi pues
la divergencia de F' es nula. Naturalmente, a este resultado puede llegarse operando
directamente. Tenemos entonces que

div H(z,y, z) = div L(z,y, z) = div(z,y,z — 1) = 3.
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Calculemos ahora el flujo de H a través de X:

//EH da://EF- da+//EL- do

Para calcular el flujo de F' tenemos presente que el dominio de definiciéon de dicho
campo excluye el punto (0,0, 1) que esté en el interior de €2, como la divergencia de
F' es nula, podemos aplicar el teorema de Gauss a la superficie frontera del solido

M ={(z,y,2) € Q, 2* +y* + (2 — 1)> > 1/4}

En M el campo F' esta bien definido y es solenoidal, su frontera es OM = X U S,
siendo S la esfera 2? + y* + (2 — 1)* = 1/4, podemos concluir que

fLr o ffr e

supuesta S orientada segun el vector normal saliente. Ahora bien, dicho vector
normal saliente es proporcional a (x, y, z—1) que ya hemos visto que es perpendicular
a F', luego el flujo de F' a través de X es nulo. Calculemos ahora el flujo de L:

//EL.da- - ///ﬂ div L(z, y, 2) dedydz = 3V (Q).

Para calcular el volumen de §2 basta observar que la proyeccion de este solido sobre
el plano XY es 22 + 4% < 3, por tanto:

V(Q) = // <4 — VA4 —a2—y?— (2* + y2)> dxdydz,
x24+y2<3

hacemos un cambio a coordenadas polares y, como el integrando no depende mas
que del radio,

r

4

V3
1
V(Q):QW/ (4—=+/2—p? = pP)pdp =2n 202+§(4—,02)3/2— "
0 —

0

\/7 B 177

con lo que se concluye que el flujo pedido es

//ZH da’zBV(Q):%.

. Calculemos el rotacional de G e impongamos que sea igual a F', usaremos la férmula
rot(vV') = (gradv) x V +vrot V con

T
24y + (2 -1

v(z,y,2) = )2; V(z,y,2) = (v,y,9(2))

103



es inmediato que rot V' = 0, por tanto

x
t = grad
rot G(z,y, z) = gra P P I e x (z,y,9(2))
. i J k
= 2+ y*+ (2 — 1) =22y —2z(2—1)
2,2 —1)2)2
(2% + 2 + (2 = 1)?) 2 y g(2)

Calculamos la primera componente del rotacional e imponemos que sea nula, para
ello basta con considerar el numerador:

—2zyg(z) +2x(z — )y=0<g(z) =2z —1, ay # 0.

Para este valor de g se cumple que la primera componente del rotacional es nula;
tomando ya g(z) = z — 1 y calculando las dos componentes restantes llegamos a

1
22 +y? 4 (2 = 1)?

rot G(l’,y,Z) = (0,1—2,:(/)

Por tanto para g(z) = z — 1 el campo G es un potencial vector de F' y podemos
decir que F' es un campo rotacional.

. Dado que F' = rot G basta con encontrar un campo escalar ¢ tal que L = grad ¢,
pero esto es casi inmediato:

1
90(337 Y, Z) = 5(1.2 + y2 + (Z - 1)2)
Llegamos a la siguiente descomposicién para el campo H':
H = rot G + grad ¢.

No es imprescindible calcular ¢; puede razonarse su existencia diciendo que L es
irrotacional y que su dominio de definicion es todo el espacio y por tanto es conser-
vativo.

Nota: Existe un teorema, llamado de Helmholtz (podéis consultar la wikipedia) que afirma que dado un
campo vectorial F' en determinadas condiciones (de decrecimiento del campo), existen campos vectorial
G y escalar g de forma que F' = rot G + grad g. Esta decomposicién es interesante porque ademads tiene
un reciproco, que viene a decir que, de nuevo, en determinadas condiciones de decrecimiento, un campo
vectorial F' viene caracterizado por su rotacional y su divergencia. Este resultado es de importancia en
electromagnetismo y en relacién con las ecuaciones de Maxwell. El ejercicio que hemos planteado en el
examen es académico y no tiene ninguin significado, pero nos sirve como disculpa para mencionar este
resultado.
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Problema 3 (EF)

Este problema consta de dos preguntas independientes.

Pregunta 1: Se considera el recinto D = {(z,y) € R?, 0 <2 <1/2, 0<y <
1, 4z +y* > 1}

a) Hallar la masa de D, sabiendo que la densidad en cada punto esta definida como

Ty

(Vi)

6(z,y) =

b) Se considera el campo vectorial F(z,y) = (z,y), definido en R?\ {(0,0)}.

1
VAaz? + y?
Calcular la circulacién I de F' a lo largo de la curva frontera de D, orientada
positivamente, aplicando solamente la definicién de integral curvilinea.

¢) Hallar razonadamente una relacién tedrica entre I y la masa de D,y a continuacién
cotejar dicha relacion con los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

1

m<y, —I'), deﬁnido en

Pregunta 2: Se considera el campo vectorial G(z,y) =
R?\ {(0,0)}.

a) Calcular la circulacién de G a lo largo de la elipse 222 + y? = 1, orientada positiva-
mente.

b) Estudiar si G es campo conservativo en R? \ {(0,0)}.

c¢) Calcular la circulaciéon de G a lo largo de la circunferencia z? + y* = 1, orientada
positivamente.
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Respuesta:
Pregunta 1:

a) La masa de D se define como la integral de la densidad:

Masa(D)//D< 4;‘1 y2>3d3:dy.

El conjunto D. es un recinto proyectable sobre el eje X (es decir, delimitado entre
dos funciones de variable z) :

D:{(x,y)ERQ, 0<z<1/2, \/1—4x2§y§1},

asi pues, calculamos la masa mediante integrales iteradas (integrando primero res-
pecto a y, y luego respecto a x):

12 r1 T 1/2 _ y=1
y (=)
Masa (D) = / / dy dz = — dr =
0 V1—4a? <\/4x2 +y2>3 0o VA4r?+y? y—VI=i?
1/2
/1/2 x g L VAT S \/§+1 3—22
- r— — rT = — —— o J— .
0 472 + 1 8 4 . 8 4 4 8

b) La frontera de D se compone de 3 tramos: un segmento vertical C, uno horizontal
C5 y un arco eliptico Cs:

172

» En el segmento vertical Cy, parametrizado como (1/2,y), y € [0, 1], con vector
derivada (0,1), se tiene la circulacién

1
Y /
/Cl /0 \/1+y2y Y
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» El segmento horizontal, recorrido en sentido opuesto al deseado, se puede pa-
rametrizar como (z,1), x € [0,1/2], con vector derivada (1,0). Por tanto, la
integral curvilinea a lo largo de Cs es

1/2
e 1/2 T Vdz? +1
& o Vizii' 1
» Por ultimo, el arco C3 de la elipse 422 +y? = 1 contenido en el primer cuadrante

se parametriza (con orientacién contraria al enunciado) como (cost/2,sen t),
t € [0,7/2] cuyo vector derivada es (—sen t/2,cost) :

1
e

/2 (cost/2,sen t /23 3
F:—/ (cost/2, sen )-(—sen t/2,cost)dt = —/ —costsen tdt = —
Cs 0 o 4 8

1

Por tanto, la circulacién I sobre la curva borde orientada positivamente es la suma
de estas 3 circulaciones, es decir:

3 9 3
1= F F F=-vV2—-=—-(2v2-3).

c¢) Segtn el teorema de Green, como F' es de clase 1 en D (que no contiene al (0,0))
y su curva borde es curva de Jordan recorrida positivamente, entonces podemos

asegurar que
oF, OF,
I = 2 ) dady.
//D < or 0Oy ) o

oF, 0 (_ 'y \___ 4wy
o0 " \ViFSi) T (Jaarg)

En nuestro caso

oh _ o x  \____
Oy Oy \ /4a? + 2 < v a— y2>3
asi pues el teorema de Green garantiza que
-3
I = // (=3) 2y sdxdy = (—3) Masa (D),
D < /41-2 +y2)

es decir, que el valor de la circulaciéon I es el opuesto del triple de la masa de D.
Efectivamente, cotejamos que esta relacién se cumple para nuestro resultado, pues

(—3) Masa (D) = (—3) # - g (2v2-3) =1.
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Pregunta 2:

a) La circulacién de G sobre la elipse completa E : 2z%+y* = 1 orientada positivamente
es muy facil de calcular: la parametrizamos como (cos t/ V2, sen t) , t €10,27] cuyo

vector derivada es (—sen t//2, cos t) :

/ G = /27r sen _fOSt/f) . (—sen t/V?2, COSt) dt = /0% (\_/—;) dt = —/2m.

b) Obviamente G no es campo conservativo, pues si lo fuera, su integral a lo largo de
la curva cerrada E habria sido nula.

c¢) Al parametrizar la circunferencia C' : z* + y* = 1 y plantear la integral curvilinea
de G a lo largo de esta curva C, llegamos a una integral de tipo eliptico que no
sabemos resolver. Por tanto, abordaremos otra estrategia: dado que G es de clase 1
en R*\{(0, 0)}, podemos aplicar el Teorema de Green en el recinto A delimitado entre
la elipse E y la circunferencia C. Dado que ambas estan orientadas positivamente,
el teorema garantiza que

o= [ e [f (222 s,

Calculamos dichas derivadas parciales:

0G, 0 — 202 — 32
Or B ox (2%2 + y2) - (4x? + y2)2
oGy 9 y 22—y
Oy Oy (2332 +y2) (422 4 42)?

que resultan ser iguales, luego @ — @ = (. Por tanto, llegamos finalmente a que

/G /G— —V2r.
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Convocatoria extraordinaria

Problema 1

Sea el paraboloide 2z = 22 + y? y el plano z = x + 2y + 1. Se pide:

1. Calcular el volumen del recinto Q = {(x,y,2) e R®: 2?2 +¢y? < 2 <z + 2y + 1}.

2. Calcular el momento de inercia del sélido €2 con respecto al eje z; considerando que
la densidad del sélido es la unidad.

Respuesta:
1.-

z+2y+1
ng///dxdydz:// dxdy/ dz:// (x+2y+1—x2+y2)dxdy
Q Proyay 2 2492 Proyazy 2

Calculemos la proyeccion de €2 sobre el plano XY

proyny:{(x,y)ERQ:ﬁ%—ngx—l—Qy—l—l}@{(x,y)ER2:O§x+2y+1—x2—y2}<:>
1 1\?
@{(x,y)ERQ:Ogl—l—Z— (3:—5) +1—(y—1)2}

Concluimos que:

1\ 2
Proy., S = {(x,y) cR?: (3: — 5) + (y — 1)2 <

=~ ©

}

Cambiando a coordenadas polares:

%—i— %pcos@

x 9
y=1+3psind = [JT| = 1"

La integral queda:

1\ 2
VQ:// 9 <3:——) _(y—1)2 dxdy:// 9(1—,02(30829—p251n29) g,oclpdez
ProYzyd 4 2 [0,1]x[0,2n] 4 4

9 9 81 ! 8lm (1 1 8lm
= “(1-p? —pdpd9:—27r/ p—p° dpz—(———):—
//[(),I]X[O,Qﬂ 4 ( ) 4 16 0 ( ) 8 2 4 32

2.-
I, (Q) = /// 1(2® +y*) dedydz = // (2 + %) (z+ 2y +1— 2" + ¢°) dady
Q Proyzy§l
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Utilizando el mismo cambio del apartado 1.

fzm)://
[0,1]x[0,27]

81 // <5 3 : 9 5 2
S — 4+ —pcosf + 3psinf + —p° | (1 — p°) pdpdd
16 JJoyx02m \4 2 4 ( )

Como la integral del seno y del coseno a un periodo completo es 0; nos queda:

81 5 9 81 L/s 9
L(Q)=— —+=pt) (1= p? ddH:—Q/ = P | dp =
() 16//[()71}X[072F]<4+4p)( p*) pdp 1627 | (et ) de

8lm (5 3 81w
—5(5“—5)———2%

2 4

1 3 2 3 N\l y s . 99
§+—pcost9 + 1+§pSlIl9 —(l—p cos” 0 — p”sin G)Zpdpdé’:

Problema 2

En el plano XY se da el dominio triangular D de vértices
A(0,—2), B (\/5 \/5) . (—\/5, 1) .

Sea X la porcién del paraboloide z = 4 — 22 — y? que se proyecta sobre D, y sea I la
curva borde de .

Se define el campo vectorial F' = (z —y)i + (v — 2)j + (y — 2)k.

Se pide la circulacion del campo F' a lo largo del arco I' recorrido de modo que su
proyeccién sobre el plano XY se recorra en sentido antihorario.

Respuesta:

Denotamos por I't la curva I recorrida en el sentido del enunciado y por ¥ la porcion
de superficie X orientada por el vector normal con tercera componente positiva.

Por el teorema de Stokes, se tiene

I := F-d'r:// rot F' - do .
r+ s+

Calculamos el rotacional de F':
7 ] k
rot F = | Ox y 0z |=2t1+25+2k.
22—y T—2 Yy—=x

Por tanto, si «a, [, v son los angulos que forma el vector normal a > en cada punto
con el sentido positivo de los ejes coordenados, se tiene

122//(cosa+cosﬁ+cosy)da.
s
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Figura 1: Porcién de superficie esférica que se proyecta sobre un tridngulo

Escribiendo la ecuacién del paraboloide en la forma x? 4+ y> + z — 4 = 0, vemos que el
vector (2x,2y, 1) es normal a él en cada punto y tiene la tercera componente positiva. Por

tanto,
cosa  cosf  cosy

2z 2y 1
Se tiene:
dxd
I:2//(2x+2y+1)cosv il
D |cos 7|

:4//xdxdy+4//ydxdy+2// drdy = (2 4 4z, + 4y.) - Area(D),
D D D

donde (z.,y.) representa el baricentro o centroide del tridngulo. El baricentro es el punto
de interseccion de las tres medianas del tridangulo. Una mediana es el segmento que une
un vértice con el punto medio del lado opuesto.

Es bien sabido que las coordenadas del baricentro de un triangulo coinciden con la
media aritmética de las respectivas coordenadas de los vértices, es decir:

x_f—\/? C1-24+V2  V2-1
A S e
También es sabido que, dados los vértices A(ay, as), B(by, b2), C(c1, co) de un tridngulo,
su area es la mitad del valor absoluto de un determinante en la forma

1 a) Qo 1

Area = - bl b2 1
2

C1 Co 1

En nuestro caso,

1 0 -2 1
Area(D) = 3 \/5_ V2 1| =
-v3 1 1
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de donde

1:2(1+2\/§;‘/§+2ﬁ3_1)%(3\f2+2\/§+\/6)

_ % (1+4v2 - 2v3) (3v2 + 2v3+ V6)
1

L (12-3vE+ 10V +3v6) = 4— Va4 Vi 10

A titulo orientativo, esta expresién es aproximadamente 10,81.

Problema 3

Sea I' la linea poligonal cerrada de vértices (0,+1), (£1/2,0), y sea la elipse E :
4x% 4+ y? = 1, ambas orientadas positivamente. Se consideran los campos vectoriales

1

m(_y,@, G(I‘,y) = <y7y 4.7)2 +y2>

F(z,y) =

asi como el campo H = F + G, definido en R*\ {(0,0)}. Se pide:

1. Hallar la circulaciéon de F a lo largo de la curva E. (Es F conservativo en R?\
{(0,0)}?

2. Razonar si es cierta o falsa esta afirmacion:
“La circulacion de G sobre la elipse E es 4 veces la circulacion de G sobre el arco
de elipse de E contenido en el primer cuadrante”.

3. Hallar la circulacién del campo H sobre la curva E. [dem sobre la poligonal T'.

4. Estudiar la veracidad o falsedad de esta afirmacién (demostrandola en caso de ser
cierta, o bien aportando un contraejemplo concreto en caso de ser falsa):

“La circulacion de H a lo largo de una curva de Jordan que rodee al (0,0) no tiene
por qué ser cero, pero es independiente de la curva de Jordan que lo rodea (salvo

signo)”.

Respuesta:

1. En los puntos de la elipse E, se observa que el campo F' coincide con el campo
(—y,x). Al ser este campo de clase C!' en R? y la elipse una curva cerrada orien-
tada positivamente, podemos aplicar el teorema de Green a este iltimo campo,
obteniendo:

/ F= / (—y,2) = // 2 dx dy = 2Area (int(E)) = ol 1
E E int(E) 2
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Se ha utilizado que E es una elipse de semiejes de longitudes 1/2 y 1, luego su
interior tiene drea /2.

En cuanto a la pregunta sobre si F' es campo conservativo, obviamente NO lo es, pues
si lo fuera, su integral a lo largo de la curva cerrada E habria sido nula. (Obsérvese
que F' es un campo que si verifica 0Fy/0x = 0F;/dy, pero esto no asegura que F
sea conservativo).

. En todos los puntos de la elipse F, se observa que el campo G coincide con el campo
(y,y). Para calcular la circulacién de G a lo largo de la elipse E' la parametrizamos
como ((cost)/2,sen t), t € [0,27], cuyo vector derivada es (—(sen t)/2,cost). Asi
se obtiene

éG:é@@:A%MMﬂmﬁﬁﬁmﬂﬂmwﬁ

27 1 ) T
= ——sen“ t+costsent|dt =——.
0 2 2

Por otro lado, su arco F; incluido en el primer cuadrante se parametriza igual, salvo
que el parametro t € [0, 7/2], llegandose a

w/2
/ G / (sen t,sen t) - (—(sen t)/2,cost) dt
B 0

/ﬂ/2 Len? ¢ 4 costsen t |t = — 7~ 4 1
= ——=Sen COS T sen = —— —.
; 2 8" 2

Obviamente, la primera integral no es 4 veces la segunda, asi que la afirmacion es

FALSA:
/G¢4 G.
E FEy

(Nétese que la integral a lo largo de G también podria haberse calculado aplicando
el teorema de Green al campo (y, y), llegando al mismo resultado —7/2. En cambio,
a lo largo de E; no puede aplicarse pues obviamente F; no es curva cerrada).

. Con los resultados anteriores tenemos directamente la circulacién de H sobre E :

T T
H-[F+[a-r-7-T
/E E E 2 2

En cuanto a la poligonal I', podriamos parametrizar los cuatro segmentos que la
conforman, y calcular la circulacién de H a lo largo de ella, pero se obtienen unas
integrales bastante largas de resolver. En cambio, intentaremos aplicar otros resulta-
dos tedricos que nos lleven a la solucién: llamemos D al recinto compacto delimitado
entre la poligonal I' y la elipse £ (zona sombreada en el dibujo). Como (0,0) no
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pertenece a dicho recinto D, entonces H es de clase C!' en D y podemos aplicar el
Teorema de Green al campo H y al recinto D :

[ o (2 )

donde ambas curvas F,[' estdan orientadas positivamente, y hemos utilizado que la
poligonal I esté contenida en el interior de la elipse F, como se observa en el dibujo.

Asi pues, despejamos la circulacion de H a lo largo de I :

o o ()
_ __// (@_@)dmy // (@—%)dmdu (10)

La primera integral doble es nula puesto que se observa que 0F,/dz = 0F; /0y :
@_8( T )_—49&2+y2
- (

Or Oz \4a? + 2 422 + y2)?
0 ( oy ) e
oy Oy \ 4a? + 12 (422 + y2)*

Por otro lado,

// <%_ ay)dxdy_//< 4£2+y 1>dxdy

= 7d:1;d — Area (D).
//D Ax? + 2 Y (L)
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Ahora observamos que esa tltima integral doble es nula, pues se trata de una funcién
impar en z (y en y) en un dominio D que es simétrico tanto respecto al eje OY (como
al eje OX). Asf pues,

0G, 0G, o«
// (% - —) dxdy = —Area (D).

La circulacién pedida es, sustituyendo en la igualdad (10)
T .
/I—I = — + Area (D).
r 2

Tan solo queda calcular el area del recinto D, que es el area del interior de la elipse
(m/2) menos el area del rombo de vértices (0,£1), (£1/2,0) que vale 1. Luego
Area(D) = w/2 — 1 y se llega finalmente a

T T
H="4+T 171
/F 273 m

. Obviamente la afirmacién es FALSA, pues tanto E' como I" son curvas de Jordan que
rodean al (0,0), y la circulacién de H a lo largo de ellas no coincide ni siquiera en
valor absoluto: sobre la elipse E tiene valor 7/2, mientras que sobre I la circulacién
vale m — 1.
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Curso 2015/16

Convocatoria ordinaria

Problema 1 (EC/EF)

Sea el campo vectorial

(2z, by, cz)

F(v,y,z) = (22 + 32 + 422)3/2

y la superficie S;
Py ri=1, 2<0

1. Calcular los valores de b y ¢ que hacen F' solenoidal.

2. Determinar una superficie Sy de forma que S = S; U Sy sea una superficie cerrada
que no contenga en su interior el origen. Orientar S segA°n el vector normal exterior
y declarar qué orientaciones induce dicho vector en S y Ss.

3. Para los valores de b y c calculados en el apartado 1. calcular el flujo de F' a través
de Ss5. Idem para S;.

Respuesta:

1. Calculemos la divergencia de F":

divF = grad(a® +y>+42%)7%%. (22, by, c2)

+ (2® +y? + 425732 div(2e, by, cz)
= 3@ +y?+425) 72 (227 + by® + 4c2?)
+ (22412 +42H)732 24+ b+ ¢)

—622 — 3by? — 12¢2% + (24 b+ ¢)(2® + y* + 42?)
(l’2 +y2 +422)5/2
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Para que la divergencia sea nula, tiene que anularse el numerador de esta fraccion:
2+b+c—6)2*+(2+b+c—3b)y*+(2+b+c—3c)422 =0
Lo cual ocurre para cualquier (x,y, z) no nulo si, y solamente si:
24b+c=6=3b=3c
con lo que se concluye que los valores pedidos son b = ¢ = 2.

2. Para que S no contenga el origen situamos Sy en el semiespacio z < 0 y para que
S sea cerrada escogemos el borde de Sy igual al de S;. Ademas, como vamos a integrar
el campo F' en S5 es natural tomar medio elipsoide de modo que sobre la superficie el
denominador del campo se simplifique. Tras estas reflexiones, escogemos S, como:

Pryfr4=1, 2<0

Observamos que, con esta eleccion, el elipsoide —cuyo tercer semieje es menor que 1— esta
en el interior de la esfera cerrada por lo cual la orientacion normal exterior de S induce
en S7 la orientaciéon ny = (z,y, z). El vector normal unitario n, que orienta Sy lleva la
direccion y el sentido de —(x,y,4z). Es decir, la semiesfera queda orientada por el vector
normal saliente de la esfera completa y el semielipsoide por el entrante del elipsoide.

3. Tomamos como parametrizacion de S

1
B0, p) = <sengpcos 6, sen psen b, 5 s cp) :

Es sabido que si tomamos los parametros en el orden (6, ) la orientacién del elipsoide
completo es la normal entrante, que es la que deseamos. Ademads, como z < 0 tenemos
que hacer variar ¢ entre 7/2 y 7, mientras que # varia en [0, 27]. La funcién que tenemos
que integrar es

9= 90 " o

que podemos calcular como un determinante,

2senpcosf asenpsenf  cosp
g(0,0) =| —senpsenf senpcosf 0 = —sen .
cospcosf  cospsend —% sen

El flujo I de F' a través de S es:

2m s
[2:/ </ —sengodgo) df = —2m.
0 w/2
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Por 1ultimo, para calcular el flujo a través de S; aplicamos el teorema de Gauss al
campo F' sobre la superficie S, el campo es solenoidal por lo que la integral de volumen
es nula, y se obtiene:

/F-do': F -do + F .-do =0,
S S1 Sa

concluimos que el flujo I; de F' que atraviesa S es:

S1

Problema 2 (EC/EF)

Siendo a > 0 una constante, se considera la curva dada por las ecuaciones

F:{ az = a® — 1% —y?
=\ (22 + 922 = a2(2? — o)

en la regién x > 0. Se pide calcular la circulacion del campo vectorial
F=(z-y,v—z,y—1

a lo largo de la curva I' recorrida de modo que su proyeccion sobre el plano XY se recorra
en sentido antihorario.

Se asignan 0,15 puntos por la presentacién y 0,15 puntos por la simplificacion de los
resultados y calculos intermedios.

Respuesta:

La primera ecuacién representa un paraboloide de revoluciéon con eje de simetria en
el eje OZ. La segunda es una superficie cilindrica de generatriz paralela al eje OZ, que
corta al plano XY en la lemniscata con la misma ecuacién que, en coordenadas polares,
tiene la forma p = a+v/cos 26. Es bien sabido que esta curva estd definida en el semiplano
x > 0 para los angulos

T T
o< [_4’ ﬂ
Se tiene
7 7 k
0 0 0
rot F = a_x a_y & = (27 2, 2)



a
7/
Y ’
/
/
7/
7/
4
Ay
x
a
0
N\
AS
AS
a Y N
a A = dominio encerrado por la curva

Figura 2: Curva en un paraboloide que se proyecta en un bucle de lemniscata

Denotamos por I'" la curva I' recorrida en el sentido dado por el enunciado, y por %+
la porcion del paraboloide encerrada por I' y orientada por el vector normal de tercera
componente positiva. Por el Teorema de Stokes se tiene:

I:= F. dr—// (rot F) da'—// 2cosa+2cosff+2cosy)do
T+ s+
—2// cosoa—i—cosﬁ—{—cos*y)
lc S’Y|

donde hemos utilizado los cosenos directores de la superficie > y hemos llamado A al
dominio plano (2% + 3?)? < a*(x? — y?) con = > 0.

Escribiendo la ecuacién del paraboloide en la forma az + 22 + y? — a® = 0, vemos que
el vector (2z, 2y, a) es normal a su superficie en cada punto. Por tanto,

cosa  cosf  cosy

2x 2y a
de donde

2 2 2 4
]:2// (—x—i-—y—l—l)dxdy:Q// (—x—i-l)dxdy:—//xdxdy—i—?//dxdy
A a a A a a A A

ya que la integral doble de y es nula por simetria.
Calculamos la ultima integral:

// dxdy = 2 // dxdy (A1 es la mitad “superior” de A)
A Ar
=2 / / pdpdb (A} es A en coordenadas polares)

av/cos 20
[

/4
:aQ/ cos 20 df = a? [sen%’} : :a_2
0 2 0 ’
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y la pentultima:

//xdxdy:2// xdxdy:Q// p* cos 6 dpdf
A Ay |

w/4 av/cos 20
:2/ costQ/ 0% dp
0

0
2a3 [T/
=5/
2¢° (™ 2 2 9\3/2
=5 cos B(cos? 0 — sen’ 0)*/% df (u :=senf)
0
2a3 1/V2

cos B(cos 20)*/% df

1—u?— 4?32 du t=2> = u:ﬁ = du= di
( ) NG

NG
} _/ e A A

)2 F(z)F@

E
S5

4 22 2
I:—//xdxdy—l—Q//dxdy:?m\/_—l— 1+7T— a’.
a A A 4 4

Por tanto,
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SOLUCION ALTERNATIVA

Resolvemos ahora el problema sin utilizar los cosenos directores (sino parametrizando
la superficie) ni la funcién Beta. Por brevedad, algunos célculos de la solucién anterior no
se repiten.

La curva I' puede contemplarse como borde de la superficie > parametrizada por

d:A={(u+v*)? <P —v?),u>0} - R

D(u,v) = <U, v, %((f —u’ - v2))

El vector normal asociado es

2 2
n(u,v) = (—u, -, 1) :
a a

la tercera componente positiva indica que la orientacién es coherente con el recorrido de
la curva que se nos indica. El rotacional del campo (calculado en el método anterior) es
constante e igual a (2,2, 2) por lo que la circulacién de F a lo largo de T es, en aplicacién
del teorema de Stokes,

4
/F-ds://rotF-nda:—//(u+v)dudv—|—2// dudv
r b aJJa A

El recinto A es simétrico respecto del eje de abscisas, por lo que

//vdudvzo
A

El drea de A se ha calculado antes y vale a?/2. La integral restante va a calcularse
facilmente sin utilizar la funcién Beta. Si se pasa a coordenadas polares se llega a:

2a3 /4 32 2a3 /4 9 1\3/2
ududv = 5 cos 0(cos 20)°/<df = 5 cos (1 — 2sen” )/ df
A 0

0

El cambio v/2 sen = sent transforma el intervalo de integracién en [0, 7/2]; se deriva
V2 cosfdf = costdt y se sustituye:

3 /2
// ududv = \/2(1 / cos*t dt .
A 0

Utilizamos la férmula del angulo doble,

1 2\? 1
cos*t = (i) = 4 (1+20052t+(:082 2t) =

1 4t
5 (14—2005225—1—&) .

2

] =
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Todas las integrales de coseno son nulas, asi pues:

V2ad (/1 1 V2ad T
dudv = —+ =) dt= .
//A“ waw =y /0 <4+8) 16

Y, para finalizar, la circulaciéon pedida es:

4+/2a3 2
[:—\/_127‘-—{—@2:&2(—\/_%4—1).
a

Nora

Si se intenta calcular la circulacién del campo F' sin utilizar el Teorema de Stokes,
es decir, parametrizando la curva I' y aplicando la definicion de integral curvilinea, se
llega enseguida a integrales muy complicadas que no interesa intentar calcular. Este es,
pues, un ejemplo en que la aplicacién del Teorema de Stokes es muy conveniente o quiza
imprescindible.

Problema 3 (EF)

Sea 2 C R? la regién acotada por las superficies z = 22 +y2, z = 10 — 22 — 292

1. Escriba unas ecuaciones cartesianas para la proyeccién de €2 sobre el plano XY y
unas ecuaciones cartesianas para el propio {2 que demuestren que es un dominio
simple en R3.

2. Escriba en coordenadas cartesianas una integral reiterada formada por tres integrales
simples que represente el volumen de ).

3. Decida si €2 se puede representar de forma mas sencilla en algin sistema de coorde-
nadas distinto del cartesiano y, en caso afirmativo, escriba unas ecuaciones para el
dominio transformado de €2 en el nuevo sistema de coordenadas elegido.

4. Calcule el volumen de €2 de la forma que considere mas sencilla.

Respuesta:

1. La proyeccién es Qxy = {(z,y) € R* : 2z% + 3y* < 10}.

Unas ecuaciones para {2 como las que se piden son

Q:{(:p,y7z) ER:SZ $2+92 <z< 1O—x2—2y2, (x,y) E§2X§/}
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2. Utilizando la notacién:

o= (5 (-55))”

una de esas integrales reiteradas es:

V5 f(z) 10—22—2y2
/ dx / dy / dz
-5 —f(=z) z24y?

3. El sistema de coordenadas esta formado por la coordenada z y por las coordenadas
elipsoidales en el plano dadas por:

/10 /10
T = 7ucos v, Y= gusen v, (u,v) S [0, 1] X [O,ZW]-

En este sistema de coordenadas
O ={(u,v,2) €R*: 0<u<1,0<v<2rm, g(u,v) <z < h(u,v)}}

donde

cos?v  sen’w cos’v  2sen? v)

102 01002
g(u,v)-lOu( 5 + 3 ), h(u,v) =10 10u( 5 + 5

4. El volumen es

V(Q) =/01 du (/0% o (/g(h()) |J(u,v)|dz>)
:Aim(ﬁ%umhw—ﬂ%@HﬂMMOdU:

! 5, 50w
:W/o (u—u)du—%.

El jacobiano es:
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Problema 4 (EF)

(Este problema consta de dos preguntas independientes)

9Q

1. Sea F = (P,Q) € C*(R?\ {(2,0), (—=1/2,1/2)}) tal que — = 8_P Se sabe que, ademads:

Or oy

/ Pdx +Qdy = —7, / Pdx + Qdy = 0,
22492 —5y=0 z24y2=9

donde las curvas se suponen recorridas en sentido positivo. Escriba en el recuadro el valor de las
siguientes integrales:

a)

b)

I
|
3

/ Pdz + Qdy
(2—2)2+y2/9=1

Il
3

/ Pdx + Qdy
(2+1)24y2/4=1

donde de nuevo las curvas se consideran recorridas en sentido positivo.

2. Sea 2 un abierto conexo de R® y F un campo vectorial de clase C! definido en €. Suponiendo
que todas las curvas y superficies que aparecen son de clase C', decida razonadamente si son
verdaderos o falsos los siguientes enunciados.

a)

Si X es una superficie cerrada orientada segin la normal saliente y estd contenida en €2, se
cumplen las hipdtesis para aplicar el teorema de Gauss a F' en el interior de ¥ .
Respuesta: Falso. Para que el teorema de Gauss se pueda aplicar a F' en el recinto int(%),
el campo F' debe ser de clase C! en un abierto que contenga a ¥ y a su interior. Sabemos
que F es de clase C!' en Q y que X estd contenida en Q, pero esto en principio no implica
que se cumpla int(X) C €. Veamos un contracjemplo: el campo newtoniano F(r) = 7/ |r|*
es de clase uno en Q := R3\ {0}. Sea ¥ la esfera unidad z? + y2 + 22 = 1. Claramente X
estd contenida en  pero el recinto x2 + y? + 22 < 1 no esta contenido en 2, y por ello, en
este caso, no se puede aplicar el teorema de Gauss a F' en el recinto int(X).

Sea I' una curva cerrada contenida en (). Sea 3 una superficie cuyo borde es I' y tal que "
y ¥ estan orientadas de forma coherente. Entonces se cumplen las condiciones para aplicar
el teorema de Stokes a F' y 3.

Respuesta: Falso. Para que se pueda aplica el teorema de Stokes a un campo F y a
una superficie ¥ con borde orientado, el campo F debe ser de clase C! en un abierto que
contenga a la superficie y ademas la superficie X y su curva frontera I' deben estar orientados
de forma coherente. Pues bien, aunque en este caso la segunda condicién se cumple, la primer
condicién no tiene por qué cumplirse. En efecto, aunque I' estd contenida en §2 (conjunto en
el que F esté definido y es de clase C' ), la superficie ¥ no tiene por qué estarlo y por ello
en principio no tienen por qué cumplirse las condiciones para aplicar el teorema. Veamos un

contraejemplo: el campo
1

F(z,y,2) = 212

(2,9,2)
es de clase C'1 en Q := R3\eje 2. Sea I' la curva dada por

P24yt =1
z2=0
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y orientada de forma positiva sobre el plano XY. Notese que I' estd contenida en €. Sea X
la superficie, que se apoya sobre I', definida por

I e |
z >0,

y consideremos que estd orientada de forma coherente con I'. Pues bien, F' no es de clase
C' en ningiin abierto que contenga a ¥ y por ello no se cumplen las hipétesis para aplicar
el teorema de Stokes.

El siguiente es otro contracjemplo que hace uso del campo newtoniano F(r) = v/ |r|>. F
es de clase C' en Q := R3\ {0}. Sea I' la circunferencia

2242 =1
z=0

que claramente esta contenida en (). Sea ahora Y la superficie definida por

2 +y? <1
z=0

(es decir, la porcién del plano XY contenida dentro de la curva T'). Como ¥ contiene al
origen, F' no esta definida sobre X y no existe ningiin abierto que contenga a X en el que F’
sea de clase C' , por lo que no se cumplen las condiciones para aplicar Stokes.

Nota: Para que la respuesta se considere correcta, en caso de ser cierto un enunciado se debe
razonar adecuadamente su veracidad (por ejemplo enunciado el resultado o teorema que se esté
utilizando). En caso de ser falso, se debe razonar adecuadamente su falsedad (por ejemplo propor-
cionando un contraejemplo).
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Convocatoria extraordinaria

Cuestiones tipo test

Cuestion 1: Sea el campo vectorial

(x, 9, 2)
(22 + 3y? + 22)3/2

F(z,y,z)=

y sea {2 su dominio de definicién. Entonces:

1. F es conservativo en ) A% I:l F
2. F admite potencial vector en 2 A% I:l F

3. El flujo de F a través de cualquier superficie cerrada contenida en €2 es nulo
VL] F

F' es un campo central \% I:l F

F admite potencial escalar en €2 \% I:l F

F' es solenoidal en € A% F D

F es irrotacional en (2 A% I:l F

El flujo de F' a través de cualquier superficie contenida en ) depende unicamente de su borde

v Flx]

Expresemos el campo F' = gG. Su divergencia es divF = gradg - G + g divG y su rotacional
rot F = gradg x G + g rot G. Si tomamos g(z,y,2) = (2% + 3y> + 22)73% y G(z,y,2) = (2,9,2) y
efectuamos los céalculos,

® N o o

divF =0, rotF = —3(z%+3y>+2%)"%2(2,3y,2) x (z,y,2) £ 0

Al no ser F irrotacional ya podemos decir que 1, 4, 5 y 7 son falsas; mientras que 6 es cierta.
Si tomamos la superficie cerrada ¥ de ecuacién 2 + 3y? 4+ 22 = 1 orientada por el vector normal

saliente,
= [[ =[] _ave-sroms o

lo que implica que 2, 3 y 8 son falsas.

Cuestion 2: Sea I' la curva frontera del recinto plano D limitado por las curvas:
y =227,
y=lz[+1.

Sean I'; y T’y las ramas de T' situadas, respectivamente, en el primer y segundo cuadrante, ambas con
origen en (0,0).

Sea el campo vectorial F(z,y) = ( 5 +m2 T2 +y2 T 1)
x Y T Yy
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1. La circulacién de F a lo largo de I'; es log v/2 A% F D
2. La circulaciéon de F' a lo largo de I', recorrida en sentido positivo, es log 2
VL] P[]

3. La circulacién de F' a lo largo de I'; es —log V2 Vv I:l F

4. Eldreade Des5/3  V[x] F[ ]

El campo F = (P, Q) cumple 0Q/0x = OP/Jy; al ser de clase C™ y su dominio de definicién todo
R2 podemos afirmar que es conservativo. La curva I' es cerrada, luego la circulacién es nula. Las curvas
I'y y Ty tienen los mismos extremos, (0,0) el inicial y (0,1) el final, luego la circulacién a lo largo de
ambas coincide. Podemos calcular muy facilmente un potencial

f(z,y) =logva? +y? +1

Por tanto,

F.ds=f(0,1) — f(0,0) = log V2.

IS

Alternativamente, dado que la circulacién es independiente del camino, podemos escoger como curva
el segmento r(t) = (0,¢), 0 < ¢ < 1 cuyo vector tangente es r'(¢) = (0,1) y la circulacién:

0,0)
1

1
t 1 1
= 0,t)dt = — dt= Zlog(t? + 1) = Zlog2.
0Q(,) /ot2+1 5 log( +)0 5 log

(0,1) 1
/( F.-ds = /0 F(r(t))-r'(t)dt
1

En cuanto al drea, D es simétrico respecto del eje OY, en el primer cuadrante se tiene el area encerrada
entre la recta y = x + 1 y la pardbola y = 22,

1
A(D)=2/ (x+1—2x2)dx=g.
0

Cuestion 3: Sea (2 el conjunto definido por:

0= {(z.y,7) € B (VEETyE-1) +<1).

con densidad constante igual a 1.

1. (Rodéese la respuesta correcta) La masa de €2 es
272 32 273 2

2. (Rodéese la respuesta correcta) El momento de inercia de 2 respecto al eje OZ es

42 T2 Ninguna de las anteriores

3. El momento de inercia de €2 respecto al eje OX es

5m2 /2 Tm2 /4 Ninguna de las anteriores

127



4. Los momentos de inercia de €2 respecto al eje OX y respecto al eje OY coinciden
vix] v

) se obtiene por revolucién alrededor del eje OZ del disco (x —1)% + 22 < 1 situado en el plano X Z.
En virtud del teorema de Guldin, su volumen (masa, con densidad constante igual a 1) es el producto del
rea del disco (72) por la longitud de la circunferencia descrita por el centro de gravedad del disco (27).

También puede calcularse la masa mediante una integral triple; para ello expresamos el dominio en
coordenadas cilindricas:

x=pcosl, y=psend, z=2X, Js(p,0,\) =p
O ={(p,0,N), (p—1)*+ A <1,0<0<2r} (11)

y hacemos el cambio de variable,

:/// pdpd@d)\z%'// pdpd\ = --- =27°
. (p—1)24+A2<1

Esta ultima integral puede hacerse mediante el cambio:
p=1+rcost, \=rsent, 0<r<1,0<t¢t<2m Jo(r,t)=r (12)

o bien relacionédndola con la primera componente del centroide del disco.
Para calcular los momentos de inercia utilizaremos los dos cambios de variable (11) y (12).

///(x2+y2)dxdydz:/// 0% dpdf d\
Q *

1 27 2
271'/ / (14 rcost)rdrdt=---= m
0o Jo

Los momentos de inercia con respecto a los ejes OX y OY coinciden, basta observar las simetrias de

Q.
:c—/// y? + 22 dmdydz—/// p*sen? 0 + \?)pdpdf d\
m 972
:/ sen’ 0 df // p dpd)\+27r// Npdpdh= - = .
0 (p—1)24A2<1 (p—1)24A2<1 4

I

Problema 1

Se considera el campo vectorial

_ 2y 2y )
F(x’y>‘<<x—1>2+y2’ <x—1>2+y2>'

1. Calcule la circulacién de F' a lo largo de la circunferencia, C, de centro el punto (1,0) y radio 1
recorrida en sentido positivo.

2. Calcule razonadamente todos los valores que puede tomar la circulacién de F' sobre una curva de
Jordan de clase C' que no pase por el punto (1,0).

3. Demuestre que F no es conservativo en R\ {(1,0)} perosflo es en el dominio Q@ = {(z,y) € R* : = > 2}
y determine un potencial escalar de F' en (.
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Respuesta:

1. La ecuacién cartesiana de la circunferencia C es: (x — 1)? + y? = 1. Por tanto, el valor que toma el
campo F' sobre ella es muy sencillo, ya que el denominador de sus dos componentes vale 1 sobre C'y
el numerador de la segunda componente : —2(z? + y? — z) toma el valor —2x también sobre C' (esto
se comprueba sin mds que tener en cuenta que de la ecuaciéon de C resulta z2 + y? = 22). Ademss, la
circunferencia admite la parametrizacién r(t) = (z(t), y(t)), donde:

z(t) =1+cost, y(t)=sent, te]l0,2n].

Resulta entonces adecuado calcular la circulacién que se pide utilizando la definicién; es decir, teniendo
en cuenta el valor que toma F' sobre C'

[ Feas= [ 2 s)-da=2 [ o). ~a0) - @ 0.5/ 0)
donde:
(y(t), —z(t)) - (z'(t),y'(t)) = (sent, —(1+ cost)) - (—sent, cost) = —(1 + cost).
Por tanto:

2
/F-ds:—Z/ (1 + cost)dt = —4r,
c 0

que es el valor de la circulacién que se pide calcular.

2. Como, segtn establece el enunciado, el punto (1,0) no pertenece a ninguna de las posibles curvas de
Jordan que se consideran, la circulacién de F' sobre todas ellas siempre esta bien definida. Para calcular
todos los valores posibles que puede tomar comprobamos si se cumple la igualdad de derivadas cruzadas
de las componentes de F', para ver en qué condiciones podemos utilizar el teorema de Green. Utilizando
la notacién F(x,y) = (P(z,y),Q(x,y)), se tiene:

0Q _, y’—(z-1)
% = T E w1 0Q _op

oP _, ¢~ (x-1) dx Ay’
dy (P + (1))

es decir, las componentes de F' cumplen la igualdad de derivadas cruzadas en el dominio de definicién
del campo, que es R?\ {(1,0)}.

Entonces, los valores que puede tomar la circulacién de F' sobre una curva de Jordan de clase C! que
no pase por el punto (1,0) son tres:

a) Si el recinto acotado limitado por la curva de Jordan, T, contiene el punto (1,0) entonces la
circulacion vale lo mismo que a lo largo de la circunferencia C' del primer apartado si I' esta
orientada positivamente y toma ese valor con signo menos si estd orientada negativamente; es
decir, los valores posibles en este caso son 4. Esta afirmacion es consecuencia de que el dominio
acotado cuya frontera estd formada por ambas curvas (C' y I') no contiene el punto (1,0) y, por
tanto, en el se cumple la igualdad de derivadas cruzadas de las componentes de F. En estas
condiciones, el teorema de Green permite concluir que la circulacién sobre ambas curvas recorridas
en el mismo sentido es la misma.

b) Si el punto (1,0) no estd en el recinto acotado limitado por la curva de Jordan, T', entonces la
circulacién es cero. Se demuestra aplicando el teorema de Green a I' y al recinto acotado que
limita, en el que se cumple la igualdad de derivadas cruzadas.

129



3. Una de las caracterizaciones de los campos conservativos establece lo siguiente: Sea D un dominio de
R™ y sean F' : D — R™ continuo. Entonces se verifica: F' es conservativo en D si y sélo si la circulacién
de F' a lo largo de cualquier camino cerrado contenido en D es nula.

= Segin se obtiene en el apartado 1, la circulacién de F' sobre la circunferencia C' no es nula y esta
curva estd contenida en el dominio de definicién del campo que es el conjunto R?\ {(1,0)} . Por
tanto, la caracterizacién anterior demuestra que F' no es conservativo en este conjunto.

= El dominio 2 = {(x, y) ER?: x> 2} C R? es simplemente conexo (y ademés estrellado) y en el
se cumple la igualdad de derivadas cruzadas de las componentes de F'. Esto nos permite concluir
que F' admite en 2 un potencial escalar y que, por tanto, es ahi conservativo.
= El razonamiento que se acaba de exponer garantiza la existencia de un potencial escalar de F' en
Q). Para calcularlo sabemos que, por definicién, si U representa el potencial, se cumple:
ou ou
— = P(x, — =Q(z,y),
donde se ha vuelto a utilizar la notacién: F(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)). Integrando con respecto a
y en la segunda igualdad se obtiene:

x2+y2—x

1
:—2/dy—2/ - (1+(L)2) dy + K ()

z—1

:—2y—23rctan( Y 1> + K(x),

T —
donde K () es una constante arbitraria de integracién con respecto a y que, en el caso més general
posible, podréa depender de la variable x.

Utilizamos ahora la primera igualdad. Derivando la expresiéon de U que se acaba de obtener con
respecto a x y sustituyendo, se obtiene:

ou 9 ( y B . 2y

e~ Ba < 2y — 2 arctan <—x = 1) +K(x)> = P(x,y) := CESIEEeR
2y / _ 2y / -

7(x—1)2+y2+K(x)_ 7($_1)2+y2:>K(x)—0,

con lo que integrando con respecto a z resulta: K (x) = C. Por tanto, el potencial buscado es:

U(x,y) = —2y — 2 arctan (%) +C,

donde C es una constante real arbitraria.

Problema 2

Sea I' el borde de la superficie
X= {($7ya2’) S Rg,JjQ +4y2 S 17 — 1;2 +y2}

y F' el campo vectorial:
F(z,y,2) = (¢%z,y°x,y2)
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1. Parametrice la curva I' de forma que su proyeccién sobre XY se recorra en sentido antihorario.

2. Parametrice la superficie ¥ de forma coherente con la parametrizacién de I' del apartado interior,
conforme a la regla de la mano derecha.

3. Calcule la circulacion de F' a lo largo de I'.

Respuesta:

1. Parametrizacién de I'.

X

2 oz |y 1
z° + 4y :1—+—2:1<:>x(t):cost,y(t):isent,t6[0;27r]

(3)
La ecuacién paramétrica v(t) de I' serd por tanto:
1 2 Lo
~(t) = (cost, 5 sent,cos” t + 7 Sen t)
La proyeccién P de la curva I' en el plano XY tiene por ecuacién:
9 1
p:[0,27] = R*,  p(t) = (cost, 5 sent)

que se recorre en sentido antihorario.

2. Parametrizaciéon de X.
Y= {(zy,2) € R3 22 4+4y? <1,z =2a? —|—y2}

Una forma de representar la superficie ¥ es considerando que la condicién 22 + 4y? < 1 puede
representarse mediante la parametrizacion siguiente:

z(p,t) = pcost, y(p,t) = gsent; pe€(0,1], te]0,2n]
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con lo cual la parametrizacién de 3 quedaria:

1
a(p,t) = (pcost, g sent, p? cos®t + ZpQ sen®t)

Otra forma equivalente (mds cémoda a efectos practicos) de parametrizar ¥ es utilizando la funcién
T
r:D={(z,y) ER*:2® +4y* <1} - R*:  r(z,9) = (z,y,2° + ¥?)

de tal forma que se tiene:
Y =r(D)

En este caso, es facil ver que el vector normal es

or Or
n= E X oy (—2z,—2y,1)

y se cumplen las condiciones del problema.

. Célculo de la circulacion de F' a lo largo de I'.
Podemos calcular la circulacién de F' a lo largo de I de dos maneras diferentes:

= Directamente. En este caso el cdlculo es posible, pero mas complicado.

= Aplicando el teorema de Stokes.

Aplicando el teorema de Stokes, se tiene:

/FFz//EV><F~ds=//DV><F(r(a:,y))-n(x,y)dxdy

donde V x F = rot F representa el rotacional de F'.

Calculamos el rotacional, obteniendo:

) i k
9 9 9

VxF=rotF=| 50 3 3 = (z,2%,9%) = (2 + %, 2%, ?)
%z y’r yz

Calculando, tenemos:
V x F-n=-213—2xy? — 22%y + 4>

Tenemos que calcular la integral siguiente.

// (_2553 — 2xy? — 22°%y + yz) dedy , D = {(z,y) € R,2® + 49> < 1}
D

Indicamos los principales pasos de la integracion: Realizamos, simplificando, el cambio de variable
siguiente:

T = pcost
y = Ssent
El jacobiano vale:
p
J==
2

Las variaciones de p,t son:
pel0,1); t e [0,27]
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La integral queda asi:

2 1
1 1 1
/ / ol <—2p3 cos>t — 5;)3 costsen®t — p° cos® tsent + sz sen? t) dpdt
o Jo

I
Calculamos la integral interior I, obteniendo:

1 1 1 1
I = —3cos3t— %costseth— ECOSQSenf-F 3—25en2t

Calculando la integral resultante obtenemos finalmente:

27
1 1 1 1
/0 <—30083t—%costsenzt—l—OCOSQSent—f— 3—286n2t) ahfzgi2
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Curso 2016/17

Convocatoria ordinaria

Ejercicios de test (EC/EF)

1. Sea F = (Fy, F») un campo vectorial de clase C! en D = R?\ {(-2,0), (0,0), (2,0)} que verifica

OF, oF,
—-— = — D.
5 (TY) a9 (z,y), (z,9) €
Se sabe que el campo F' cumple
F.-ds=1, F -ds =0, F.ds= -2,
Cy Cs Cs

donde C1,C5y y Cs son todas ellas circunferencias de radio 3, orientadas positivamente y centradas
en los puntos (—2,0), (0,0) y (2,0), respectivamente. Si Cy es la circunferencia de centro el origen
y radio 1, también orientada positivamente, entonces

F.-ds=-1

Se consideran los conjuntos A = {(x,y) eR?: 22+ 9% > 3} y B = {(x,y) ceR?:y > 0}. Estudie
la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) El conjunto A es simplemente conexo. v [ r
(b) El campo F es conservativo en A. v [ r
(¢) F admite un potencial escalar en D. v [ r
(d) F admite un potencial escalar en B. vl F [
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2. Sea I el arco de cicloide dado por las ecuaciones

x(0) =60 —send,
y(0) =1—rcosb, 6¢€]l0,2n].

Entonces el centroide de I' es (7, ¢,), donde ¢, es igual a
H . L 72
L] 372 L] 23

Se denota mediante s(6y) la longitud del arco de cicloide determinado por las ecuaciones anteriores,
donde 6 € [0, 6]. Sobre I se especifica una distribucién de temperatura igual a s%(#). Entonces la
temperatura promedio sobre I' es igual a

L] &r [] 24
W L] 3273

Observacion: La temperatura promedio sobre I' se calcula integrando la distribucién de tempera-
tura sobre I' y dividiendo el resultado por la longitud total de T'.

Soluciones mas detalladas

1. Si llamamos a = / F' - ds, donde C; es una circunferencia orientada positivamente, de centro el
c

punto (2,0) y radio € pequeno, entonces por el teorema de Green se tiene que

CL+ FdS: FdS:O
Cl C2

y

a—+ F.ds = F - ds.

Cy Cs

Por tanto

F-ds= F-ds+ F - ds.

C4 C1 C3

Obviamente el conjunto A no es simplemente conexo y el enunciado (a) es falso. El campo F' no
es conservativo en A debido a que la circulacién de F' sobre C. no es nula pues a = —1 y C; estéd
contenida en A para ¢ suficientemente pequeno. Asi, el apartado (b) es falso. Si el conjunto fuera
{(x, y) €ER? 1 2% + 4% > 4}, como ocurre en el segundo modelo, la circulacién de F' sobre cualquier
curva contenida en {(a:, y) € R?: 2% 492 > 4} seria nula y el campo si seria conservativo en ese
dominio. El enunciado (c) es claramente falso; si fuera verdadero, entonces la circulacién de F
sobre cualquier circunferencia contenida en D seria nula, pero esto no es cierto. Por ultimo, como
B es simplemente conexo y F verifica la igualdad de las derivadas cruzadas en B, el enunciado (d)
es verdadero.

2. Si en general tenemos las ecuaciones

{ x(f) = a(6 — senf),
y(0) = a(l —cosh), 6€l0,2n], a>0,

entonces el elemento de longitud correspondiente a la curva I' viene dado por

ds = /[ (O) + [y/(6)] df = 2asen g do.
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Por tanto

0 [% ¢ 0
3(9):/ ds:/ 2asen — dt = 4a (1—008—).

En particular, la longitud total de I" es 8a. Entonces

1 27 0 a 27 0
= — 2 3 — = — S 3 — = —
¢y =g ; y(6) 2a sen 5 de 5 /0 sen” o do 30

De manera andloga, la temperatura promedio sera igual a

1 0\? 0 ! 64
%a ; 164> (1—cos§> 2asen§d9=8a2[l(l+t)2dt= ?az

donde se ha realizado el cambio de variable — cos(6/2) = t.

Problema 1 (EC/EF)

1. Considere el campo vectorial definido por la expresion:

3
F(x7yvz) = (3]:2 +2y2 +22)5/2 (—yZ, 2.132, —Z‘y) .

(a) Justifique razonadamente la existencia de potencial vector para el campo F en la regién
z>1/2.

(b) Determine el valor de a € R para que el campo vectorial

1

sea un potencial vector de F en dicha regién y establezca el mayor dominio de R? en el que,
para el valor de « calculado, G tiene esta propiedad.

2. Sea X la superficie cénica de ecuacién cartesiana 32 + 2y? = (2 + 1)? situada en el semiespacio
z > —1 vy sea F la superficie elipsoidal de ecuacién implicita 322 + 232 + 22 = 5. Denote por I la
curva definida por la intersecciéon de ambas superficies orientada de forma que su proyeccién sobre
el plano XY se recorre en sentido positivo.

(a) Calcule el flujo del campo F' a través de la porcién acotada de ¥ que tiene por borde la
curva I' y esta orientada de modo coherente con la orientacién de T'.

(b) Sea €2 C R3 la porcién de cono sélido limitado por E y ¥, y 99 su frontera. Halle razona-
damente el flujo del campo F a través de la superficie 0f) orientada segin el vector normal
saliente.

Respuesta:
1 (a). El resultado que se debe emplear es el siguiente: Una condicidn suficiente para que un campo
vectorial admita potencial vector en un dominio 0 C R> es que el campo sea solenoidal en Q y Q sea
estrellado.

En el ejercicio propuesto hay que decidir si el campo y el dominio satisfacen estas condiciones.
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Campo. El campo F estd definido en R3\{(0,0,0)} y, ademés, es ahi de clase C°°, con lo que su divergencia
estd bien definida en todo su dominio de definicién. Falta ahora calcularla para averiguar si el campo
es solenoidal (su divergencia es cero); para ello, usando la notacién, F = (Fy, Fs, F3), se tiene:

w OF | OR , OF
VF_8x+8y+8z

_ 45zyz _ 60zyz n 152yz —0
S (Ba2+ 292+ 22)7/2 (3224 2y2+22)7/2 T (a2 + 292 +22)7/2

luego, en efecto F' es solenoidal en su dominio de definicion.

Regién. La regién z > 1/2, que denotaremos por D C R*\{(0,0,0)}, estd contenida en el dominio de
definicién de F' y, ademads, es un conjunto estrellado con respecto a cualquiera de sus puntos, pues
contiene los segmentos que unen cualquier par de puntos contenidos en el.

Por tanto, F' es solenoidal en la regién D que es un conjunto estrellado, con lo que el resultado que se ha
enunciado al principio permite concluir que F admite potencial vector en D.

Comentario: Aunque F' es también solenoidal en todo su dominio de definicion, el conjunto R*\{(0,0,0)}
no es estrellado con respecto a ningin punto, ya que no contiene los segmentos que unen puntos simétricos
con respecto al origen. Esta situacion (campo solenoidal en dominio no estrellado) no permite concluir la
existencia de potencial vector para F en ese dominio, pero tampoco nos permite concluir que no exista.
De hecho, en el apartado siguiente se establece la existencia de un potencial vector de F' que, de hecho,
lo es en todo R® salvo el origen.

1 (b). Por definicién, G es potencial vector de F si y solo si el rotacional de G coincide con el campo
F; es decir, usando la notacion G = (G1, G, G3), se tiene que cumplir la igualdad vectorial siguiente:

V x G d;f <8G3 _ 6G27 8G3 _ 6G1 ’ 8G2 _ 6G1> _ (Fth’F?)).

dy 0z = Ox dz = Ox 0z

Igualando componente a componente se obtienen las tres condiciones que se deben cumplir para que
V x G = F, de las que se espera obtener el valor del pardmetro a € R. Son las siguientes:

0G3 B 0Gy B 6yz (. 3yz _F

Oy 0z (3224 2y2 + 22)5/2 (322 + 292 + 22)5/2 ) b
0Gs  0Gq 3(3 —a)xz

o P (BaZ + 252 + 222 by <= 3B —a)rz =20z a=1,
0Gy 0G, 3(2a — 3)zy

— = =F3 <= 3(2a — 3)xy = —3xy <= a=1.
Ox 01 (322 + 2y2 + 22)5/2 ’ ( Jzy Y
La igualdad de las primeras componentes se cumple para cualquier valor de «, mientras que la igualdad
entre las dos restantes se da si y solo si « vale 1, que es valor que se pide determinar.
Para o = 1 la expresion de G es:

T
322 + 242 + 22)3/2

pr(.ﬁ,y,z): ( r:(x,y,z) ’

que estd definido y es de clase C*° en la regién D. Ademds, en ella se da la igualdad V x G, = F'y, por
tanto, G, es potencial vector de F en D. Pero ademads, el dominio de definicién de G, es R*\{(0,0,0)},
y ahi es de clase C*° y también se cumple V x G,, = F. Esto nos permite afirmar que, por definicién,
G, es potencial vector de F en todo R? menos el origen; es decir, en todo el dominio de definicién de
ambos campos que es, por tanto, el mayor dominio en el que se da esta propiedad.

2. En la Figura 1 se representan la superficie cénica ., la superficie elipsoidal F y la curva orientada I,
que es la interseccién de ambas situada en z > —1. Su ecuacién cartesiana se puede obtener resolviendo
el sistema no lineal de ecuaciones formado por las dos ecuaciones de las superficies:
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uperficie conica ¥

322 +2y? = (2 +1)2 .
32 + 2y2 +22=5 Curvaoreintada I" [/}

La forma més sencilla de hacerlo es restar ambas ecuaciones
miembro a miembro para obtener

z=1
Z:—2 -3

22:(z+1)2—5<:)222+2z—4=0<:){

La solucién buscada es z = 1 (la otra no estd en la regién
z > —1). Sustituyendo z por este valor en cualquiera de las Figura 1. Superficies £y ¥ y curva orientada I'.
dos ecuaciones que forman el sistema, se obtiene la
proyeccién sobre el plano XY de I, que es la elipse 322 + 2y? = 4. Obviamente, unas ecuaciones de I'
son entonces:

322 + 2% =4, z=1.

En lo que se refiere a su orientacién, debe ser tal que su proyeccién sobre el plano XY se recorra en
sentido positivo y, por tanto, es la que muestra la flecha en la Figura 1.

sobre una superficie con borde orientado, como la repre-
sentada en la Figura 2 que se considera en este apartado,
conviene considerar tres posibilidades: o

0.5 4

2 (a). A la hora de calcular el flujo de un campo vectorial mmm‘ﬂmm’m
i

Curva orientada I'

1. Utilizar el teorema de Stokes (si es posible).
Porcién acotada de ¥
con borde I’

-0.5
2. Utilizar el teorema de Gauss (si es posible).

3. Parametrizar la superficie y utilizar la definicién. 2
1
0 1
Se analizan a continuacién cada una de las tres. R A 0
‘ 2(@)-1 Teorema de Stokes. ‘ Un enunciado razonable de Figura 2. Porcién acotada de ¥ con borde orientado I'.

este teorema en R? es el siguiente:

Sea X una superficie en R? orientable y de clase C' a trozos y denotemos mediante 0% su borde, que
puede estar formado por una o varias curvas. Sea A C R? un abierto que contiene a ¥ y sea H : A — R3
un campo de clase C*. Entonces se cumple:

H'ds://Vdeo',
s b

donde ¥ y 0% deben estar orientadas de forma coherente.

Si se pretende utilizar este resultado para calcular un flujo, ademas de verificar que se cumplen sus
hipétesis, resulta imprescindible que el campo vectorial (cuyo flujo se pretende calcular) sea el rotacional
de otro; es decir, que derive de un potencial vector. Como se ha probado en 1(b), F = V x G, y, por
tanto, este es precisamente el caso que se plantea en el apartado 2(a). En consecuencia, si se cumplen
las hipétesis, el flujo de F' a través de la superficie que se pide serd igual a la circulacién de su potencial
vector G, a lo largo del borde orientado I'.
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Comprobemos ahora las hipétesis. Si denotamos por ¥, la porcién acotada de la superficie cénica, es
claro que existen abiertos en R? que contiene a ¥, en los que el campo F es de clase C': siempre se puede
elegir un abierto que no contenga el origen pero si contenga a Y,. Por tanto, efectivamente se cumple:

// F-da:/ V x Gy, - do S@”/Gm-ds.
Ya Ya T

Para calcular la circulacién del potencial vector, es conveniente observar el valor que este campo toma
sobre la curva I' que estd sobre la elipse E y, por tanto, sobre ella: 322 + 232 + 22 = 5. Se tiene entonces:

r

GPU :W7 r:(a:)yaz)'

(z,y,2)el’

Pero T es una curva cerrada y 7 es un campo vectorial conservativo en R? (es irrotacional en un conjunto
simplemente conexo). Por tanto, la circulacién de G, a lo largo de I" es cero y, por ende, también lo es
el flujo de F' a través de X,.

Resumiendo:

/ F.do 1@/ V % G,y - do S'Ee
Ya Ya

1
/FGpv ds 'EF 372 /r r-ds = (T cerrada y r conervativo) = 0.

Si no se tiene en cuenta este ltimo razonamiento, seria necesario parametrizar I', cuya ecuacién
cartesiana se ha obtenido anteriormente, y aplicar la definicién de circulacién. Una parametrizacién de T’
con la orientacién dada es v (t) = (z(t), y(t), 2(t)) con:

23

x(t) = Tcost, y(t) =V2sent, =z(t)=1, te]|0,27],

por tanto:
2
~'(t) = (—gsent, V2cost, 0) .
Entonces:
def 2
[ Gnets [ G v 0ar
donde:

%cost, V2sent, 1
Gpo(7(8) 7' (1) = (% ) (_m

sent, \/icost, 0>

(4cos?t + 4sen2t + 1)3/2 3
= 78 sentcost
- 3(53/2) :
Con lo que, finalmente se obtiene:
8 2 8 sen?t|*"
/FGpv'd-S: m/o sentcostdt = m T . =0.

‘ 2(a)-2. Teorema de Gauss. ‘ Un enunciado razonable de este teorema en R? es el siguiente:

Sea Q C R3 un conjunto compacto tal que su frontera O estd formada por un nimero finito de
superficies de clase C' a trozos. Sea A C R® un abierto que contiene a Q y F : A — R3 un campo
vectorial de clase C' en A. Entonces:

// F-da:// V - Fdxdydz
a0 Q
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donde 09 estd orientada segin la normal saliente a 2.

Como se indica en el enunciado, este teorema se puede aplicar al cdlculo de flujos a través de superficies
cerradas y la que se considera en este apartado 2(a) no lo es. Sin embargo, en estas situaciones cabe la
posibilidad de utilizarlo para cambiar la superficie con borde orientado por otra mas conveniente. El
razonamiento es como sigue:

Sea S, la superficie con borde orientado de partida y sea S, una superficie que tiene el mismo borde
que S, v tal que su unién 02 = S, U S, es la frontera de un compacto Q C R3. Entonces, si se cumplen
las hipotesis del teorema para este compacto, se tendria:

// F-da':/ F-d0'+/ F~da’G(§wS// V - F dxdydz ,
99=5,U8, st e @

donde el superindice “+” indica que las superficies deben considerarse orientadas segtin la normal saliente
a ). De esta expresion se deducen las igualdades:

// F-dcr:// V-Fdxdydz—// F-dcrz// V-Fdxdydz—i—// F . do
S Q S, Q .

“

donde el superindice “—” indica la orientacién contraria a la indicada por “+”; es decir, segtin la normal
entrante al compacto . Esta ultima igualdad es especialmente 1til cuando el campo vectorial es solenoidal
(tiene divergencia nula); en tal caso resulta que el flujo “que entra” en Q a través de Sy, es igual al flujo
que sale de Q a través de S,.

Desde el punto de vista del problema planteado en este apartado, esto significa que se puede calcular
el flujo a través de X, que se pide en el enunciado como el flujo a través de otra superficie ¥ con el
mismo borde que ¥, (porcién acotada de la superficie cénica), con tal de que en el compacto que tiene
por frontera ¥, UY; el campo F esté definido y sea de clase C'. Estas condiciones se cumplen si se elige
3, como la porcién de la superficie eliptica E situada en la regién z < 1 (observe la Figura 1) que tiene
por borde la curva I'. El compacto 2 es el conjunto exterior al cono sélido, situado en la region z < 1y
comprendido entre la superficie eliptica y la superficie cénica. Note que el campo F' es solenoidal en ()
puesto que (0,0,0) ¢ .

Aclaracion: Otra forma de “cerrar” 3, con una superficie con el mismo borde es, por ejemplo, considerar
el casquete de la superficie eliptica E situado en z > 1. Pero, en este caso, el compacto  que resulta st
contiene el origen y nmo puede aplicarse el teorema de Gauss.

Queda por decidir la orientacién de X, que es la inducida por su borde I'. Aplicando “la regla del
sacacorchos” se ve ficilmente que la normal a considerar es la que tiene tercera componente positiva (entra
en el cono solido de frontera X y, por tanto, sale del compacto ). Denotando por X esta superficie
orientada, se tiene:

3
F-daz/ F~d0'=——,// —yz, 2xz, —xy) - do,
/zu Dl (5)°/2 ;( )

donde X, estd orientada segin la normal que entra en ) y en la iltima igualdad se tiene en cuenta el
valor del campo F' sobre la porcién de superficie eliptica X, .
Ahora bien, un vector normal a ¥, es: n = ~V (322 +2y* + 2% — 5) = — (62, 4y, 22), por tanto:

F-do = F'Ldaz_—% (—yz,?xz,—xy).wda
5/2
I, b [ (5) - n

_ 3 // (—6ayz + 8xya, —2xyz) do — 0.
(5)5/2 ) Js; kel

Observe que F' - n = 0; es decir, el campo es tangente a la superficie en cada punto.

‘2( a)-3. Parametrizando 2. ‘ La superficie ¥ se puede parametrizar de varias formas. Quiza la mds

sencilla consista en utilizar coordenadas “cilindricas” con base eliptica; es decir, coordenadas elipticas en
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el plano XY y el eje OZ. Entonces, puesto que X estd orientada de forma que la tercera componente de
su vector normal sea positiva, una parametrizacion de ¥ viene dada por 3(t, p) = (z(t, p), y(t, p), z(t, p)),
con:

1 1
2t p) = P2 cost,  y(t,p) = 2

V3 V2

y el vector normal asociado a esta parametrizacion es:

I%(p,t) 0%(pt) _ [ (p+1) (p
2 X En = (— NG cost, —

sent, z(t,p)=p, (p,t)€[-1,1]x]0,27],

Entonces, por definicion:

0X(p,t)  90X(p,t)
F.da:// F(Z(p,t))- % dpdt,
/Ea [=1,1]x[0,27] (2l ) ap ot P

dénde:

(p+1)%(2p + 1) cost sent
2(1+2p(p +1))°/2

o= (] o) ([ omtors) =0

9%(p,t)  9%(p,1)
Jdp ot

F(X(p,t)) - = (después de pesados calculos) = —

Y, finalmente:

2(b). A la hora de calcular el flujo de un campo ]
vectorial sobre una superficie cerrada, como la re-
presentada en la Figura 3 que se considera en este
apartado (“cucurucho de helado eliptico”), conviene .
considerar tres posibilidades:

1. Utilizar el teorema de Stokes (si es posible).
2. Utilizar el teorema de Gauss (si es posible). o] : T o !

3. Parametrizar la superficie y utilizar la defini-
., Figura 3. Frontera de la porcién de cono sélido
C101. limitado por ¥ y E.

‘ 2(b)-1. Teorema de Stokes. ‘ Una de las consecuencias importantes del Teorema de Stokes (ya enunciado

en el apartado (2a)-1)) es la siguiente:

Corolario: El flujo de un campo de rotores (que deriva de un potencial vector) a través de una
superficie cerrada de clase C' a trozos es nulo, siempre que la superficie esté contenida en un abierto en
el que, en efecto, el campo derive de un potencial vector.

Un resumen de la demostracién puede ser el siguiente. Sea G = V x H un campo de rotores en
A C R3. La superficie cerrada S, contenida en A, siempre se puede dividir en dos porciones S; y So con
le mismo borde I' y tales que S1 U Sy = S. En las hipdtesis del Corolario, es posible aplicar el teorema
de Stokes a S7 y S2, de forma que:

G-ds:// V xH-do, G-ds:// VxH-do,
r+ o - S
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donde se ha considerado que S; y S estan orientadas por la normal saliente al compacto que limita su
unién S. Pero estas orientaciones significan que, al aplicar el teorema de Stokes, el borde comin tiene
que orientarse en un sentido para S y en el contrario para S, con lo que, sumando miembro a miembro
las dos expresiones anteriores se concluye el resultado.

En el caso que nos ocupa, se ha probado en 1(b) que el campo F deriva de un potencial vector en
R3\{(0,0,0} y la superficie 9Q estd contenida en el. Por tanto, el corolario que se acaba de enunciar
permite afirmar que el flujo de F' a través de la cara exterior de 0f2 es cero.

‘ 2(b)-2. Teorema de Gauss. ‘ Aunque la superficie 992 a considerar es cerrada, el campo no estd definido

en el compacto que limita (que contiene el origen) y, por tanto, no es posible aplicar directamente el
teorema de Gauss. Sin embargo, una de las consecuencias importantes de este teorema (ya enunciado en
el apartado (2a)-2)) es que, a la hora de calcular el flujo de un campo a través de una superficie cerrada,
permite afirmar que el flujo es el mismo a través de cualquier otra superficie cerrada obtenida deformando
“suavemente” la de partida, con tal de que el campo sea solenoidal en el compacto que ambas limitan.

Este resultado tiene interés en el problema de este apartado porque el campo es efectivamente sole-
noidal en R?\{(0,0,0} y, por tanto, para calcular el flujo que se pide, es posible sustituir OQ por otra
superficie mds sencilla de manejar. A la vista del denominador de F', resulta conveniente elegir una
superficie elipsoidal ¥, de ecuacién cartesiana:

32+ 22 + 22 =n>5,

que siempre va a limitar un compacto que contiene a 0f2 y, por tanto, en el compacto limitado entre
ambas el campo F' es solenoidal. Entonces:

/ F-da:/ F - do,
o+ =5

donde el superindice “+” indica la normal a la superficie que sale del compacto que limita. Entonces,
razonamientos andlogos a los utilizados en el apartado 2(a)-2 permiten escribir la cadena de igualdades:

/ F.-do = / F. = 5/2// —yz, 2xz, — )'Mda
=i 2,, Hnll =, ]|

—6 -2
_ // xyz + 8xya, —2xyz) do — 0.
5/2 s, [

Observe que, nuevamente, F' - n = 0; es decir, el campo es tangente a la superficie >, en cada punto.
Note que aqui la normal tiene que ser la opuesta a la considerada en el apartado 2(a)-2 anterior.

‘ 2(b)-3. Parametrizando 0X). | Es evidente que el flujo de F' a través de la cara exterior de 9f es la suma

de los flujos a través de de la porcién de superficie elipsoidal ET orientada segtin el vector norma saliente
a Q y la porcién de superficie cénica X} orientada segiin el vector normal opuesto al considerado en el
apartado 2(a); es decir, con tercera componente negativa. Entonces:

/ F'da':// F-d0'+// F.-do =0,
O+ bops E+

donde el primer sumando es nulo como se demuestra en el apartado 2(a) y el segundo también es nulo
puesto que, como se ha establecido anteriormente, el campo F' es tangente a E+ en todos su puntos (y
también es tangente a todas las superficies elipsoidales de ecuacién cartesiana 322 + 2y? + 22 = € R™).
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Problema 2 (EF)

Dos cilindros circulares de ecuaciones

22+ 2% = d?, y2+22=a2, a >0,

tienen ambos una distribucién de masa superficial §(x,y, z) = z2. Calcule la masa y el centro de masas
de la porcién de uno de ellos que es interior al otro en el octante positivo.

Respuesta:

Los dos cilindros se cortan ortogonalmente en el octante positivo a lo largo del plano y = x segin
muestra la figura siguiente:

L5

En la parte del espacio de R3 que se proyecta ortogonalmente sobre el trigngulo
T={(z,y) eR® 12 <a,y>0,z2>y}

la superficie del cilindro 22 +22 = a? queda por debajo de la que tiene por ecuacién y2+2% = a?. Llamemos
> a esta porcién de superficie. Eligiendo en el plano XY el tridngulo suplementario del cuadrado de lado
a se intercambiarian los papeles de los cilindros, pero esta otra elecciéon no cambiaria el resultado final
salvo una permutacién en las variables que comentaremos mas adelante.

La masa M y el centro de masas ¢ de X se calculan mediante las integrales

1
M://z2da, c:—//r22da,
b M JJs

donde r = (z,y, z). Una parametrizacién sencilla de ¥ viene dada por el hecho de que ¥ es la grifica de
la funcién z(z,y) = va? — 22 cuando (z,y) € T. Entonces el elemento de drea do admite la expresién

do =1 (22) 1 (22 dody = — dua
7= Oz oz xy_z(ac,y) -
a
M:a//zdmdy, c:—//rzdmdy.
T M JJ)r
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Para calcular la primera integral aplicamos el teorema de Fubini y se llega a

a 4

a xT a 2
M:a/ (/ \/a2—a:2dy) dx:a/ x\/az—xQda::%(——(aQ—x2)3/2} =| —
0 0 0

3 o | 3

s

En cuanto al centro de masas, si llamamos ¢ = (¢, ¢y, ¢;), entonces se tiene

- - _* 2
Cy = M//Ta:zda:dy, Cy M//Tyzda:dy, Cy M//Tz dxdy.

Todas estas integrales son sencillas de calcular mediante el teorema de Fubini. En primer lugar

Ca::% (/ x\/aQ—xQdy) dxz%/ xzan—x?dx:&L/
a” Jo 0 a=Jo

/2
0

sen’t cos® t dt,

donde hemos efectuado el cambio de variable x = a sent en el Ultimo paso. Por tanto

3a 3a T%(3/2) 3«
2

Analogamente

3 [ B 3 [ 3
cy = ; (/ y\/aQ—xQdy> dx:ﬁ/o xQ\/aQ—xdezg—ga,

CI,3 0

yva que es la misma integral que antes dividida por 2. Por dltimo,

3 ([T 2 _i/"’z_g _3
Cz_a3/0 (/O(CL x)dy)da:—a30(ax ac)dx—4a.

De manera que hemos obtenido

=7 (15

Si hubiéramos usado la porcién del cilindro 32 + 22 = a? que queda por debajo de la de 2% + 22 = a
en el octante positivo, entonces hubiéramos obtenido el mismo vector pero intercambiando la primera y
segunda componente.

2

Problema 3 (EF)

Sea Q el sélido limitado por el paraboloide z = 22 4+ y? y el plano z = 2 + 2x + 2y.
(a) Calcule el volumen de €.

(b) Calcule el momento de inercia de € respecto del eje de la variable z si se conoce que la distribucién
de densidad sobre () es constante e igual a 1.

Respuesta:
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(a) La interseccién de las dos superficies viene dada por las ecuaciones
2,2
z=a"+y =24 2x+ 2y.

Por tanto, si consideramos el conjunto D = {(z,y) € R?: (x — 1)? + (y — 1)® < 4} y definimos las
funciones f1(z,y) = 22 + y2, fa(x,y) = 2 + 22 + 2y, entonces se cumple

filzy) < fo(z,y), (2,y) €D,

y ambas funciones toman el mismo valor sobre la frontera de D. Asf, el sélido €2 se puede expresar
de la siguiente manera:

0= {(x,y,z) ER?) : (xvy) Eﬁvfl(xvy) SZSfQ(xvy)}

Véase la figura siguiente para una representacion grafica aproximada.

fole, )y =242z 4+ 2y
fila,y) =2+ :

Por tanto, el volumen V de 2 se calcula mediante la integral siguiente

v= /5 ( /ff(())m) dody = | /5 (fa(@) — (@) dady

= // (4—(z—1)2—(y — 1)?) dady.
D
Y ahora lo mas sencillo es, primero, hacer el cambio de coordenadas

r =14 rcost,
y=1+rsent, te€]l0,2n],re]l0,2],

cuyo jacobiano es r. Y, segundo, aplicando ahora el teorema de Fubini, obtenemos

27 2 2 472
Vz/ (/ 4—7“2)7“dr>d9=2ﬂ'/ 4 — 73 dr:27r<2r2—r—] =| 8
([ e ] =[]
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(b) La distancia al eje z viene dada por la funcién f(z,y,z) = 2% + y2. Por tanto, el momento de
inercia pedido I se calcula mediante la integral

I= //E (2 +9y%) (4= (x = 1) = (y — 1)?) dady.

Seguimos ahora un razonamiento parecido al calculo del volumen, efectuando el mismo cambio de
coordenadas. Como

(14 7rcost)’ + (1 +rsent)® =2+ 12+ 2r (cost + sent),

2m
/ (cost +sent) dt =0,
0

se cumple que

27 2 2 80
Iz/ (/ (2+r2)(4—r2)rdr>d9=27r/ (8r+2r3—r5) dr = 37
0 0 0
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Convocatoria extraordinaria
Cuestiones tipo test

1. Dado el campo vectorial F(z,y) = (yz?, g(z)), determinar una funcién g(x), tal que g(0) = 0, que
haga que F'(z,y) sea conservativo. Determinar, en ese caso, un potencial escalar asociado f(z,y).

g(x) = flz,y) =

Respuesta:

TR T T
QC3 I,CS
g@=ww:wwm=—:me=@ﬁ )

gL 20 2 _ v’
Vf—Féax—yx,ay— 3 = flz,y) = 3 + k.

OF, OF, g ) z?

2. Dado el campo vectorial

1 T y
= 5 17 . 55€
224171+ 92

y la curva (I) definida por v(t) = ((1 +¢*)2,1,t),¢ € [0,1], la circulacién de F a lo largo de (T')

vale:
a) 2—e O
b) e—2 O
c) e+2 |
d) 2e O
Respuesta:

1 (1+1¢2)?

~F(t) = (4¢(1 +¢2),0,1), F(’Y(t)):<1+—t2’ 2

&)éFﬁﬁ%Y@=6+M

1
:>/F:/ (e +4t)dt = [et +2t*], = e + 2.
T 0

3. Sea C frontera del cuadrado D = [0, 1] x [0, 1] recorrida en sentido antihorario. Calcular la integral

curvilinea:
/ zy? do — 22y dy
c
a) +1 O
b) —1 |
c) 2 O
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d) —-1/2 O

Respuesta: Aplicando el teorema de Green:

1 1
I=/xy2dx—x2ydy=—4// xydxdy=—4/ xdx/ ydy = —1.
c D 0 0

. Calcular el flujo ® del campo vectorial
F(x,y,2) = (3232, 322y, 2%)
a través de la superficie S, siendo:
S={(x,y,2): 2> +9y*>+ 22 =1}

orientada hacia el exterior.
(I) =

Respuesta: Por el teorema de Gauss,

//F~d0':// V-Fdxdydz; V- -F=3(x*+y>+2%).
s 1%

Cambiando a coordenadas esféricas, tenemos:

27 1 T 591 192
o = / / / 3pt sen pdpdpdd = 3 - 27 P [—cos ] = iy
o Jo Jo 5y 5

. Calcular la circulacién I = fc F' del campo vectorial F' = (5y, 3z, 24) donde C' es la curva inter-
seccién de la superficie z = 2 4+ y2 + 42 + 4y + 8 con el plano z = 5, recorrida de modo que su
proyeccién sobre el plano XY se recorra en sentido antihorario.

I =

Respuesta: Sea S la superficie circular limitada por la curva C. Por el teorema de Stokes,

/ F-dr://(VxF)'da; VxF=-2k=(0,0,-2).
c s
La curva C se proyecta en el plano XY en la curva:

Py Aty +8=5 = (z+2°+(@y+2)?%*=5,
que es una circunferencia de radio v/5. Por tanto,

I://S(o,o,—2)-(o,0,1)da:—2//Sda:—2A($):—107r.

I =-10m.
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Problema 1

Sea I' la curva
(z* +¢*)? = day, >0,y >0

y F' el campo vectorial:

Flo,y) = 2y — 1 —2rx+1

T\ D) e 1P 2y — 1)

1. Calctlese la circulacién de F' a lo largo de T" recorrida en sentido antihorario.

2. Calctlese la circulacién de F a lo largo de la rama de T situada bajo la bisectriz y que une (0, 0)

con (1,1).

Sea G = (G1,G2) un campo vectorial plano de clase C! en su dominio D C R2. Se cumple ademas la
igualdad:

0Gi () _ 0Ga(zy)
Ay ox

(z,y) € D (13)

Sean v,w € D. Razdnese, mediante demostracién o contraejemplo, sobre la validez de la afirmacién
siguiente:

La circulacion de G de v a w es independiente del camino, siempre y cuando este esté contenido en
D.

Respuesta:

1. Si atendemos en primer lugar al campo, observamos que su dominio de definicién es R?\ {(1/2,1/2)}.
La curva encierra en su interior geométrico el punto A := (1/2,1/2), ya que para x = y = 1/2 se tiene

1
(x2+y2)2=z<1:4xy

Da la impresiéon de que parametrizar la curva y calcular la circulacién directamente, aplicando la de-
finicién, conduce a una integral sumamente complicada; por tanto, si se desea calcular la circulacién
aplicando el teorema de Green hay que sortear de algiin modo el punto singular. Denotemos F = (P, Q)
y calculemos las derivadas parciales de las componentes del campo,

OP  202c-1°-22y-1° 9Q
dy 2z —-1)2+(2y—1)2° Oz

(14)

Este resultado nos permite asegurar que la circulacién de F' a lo largo de dos curvas cualesquiera simples,
cerradas y recorridas ambas de la misma forma (sentido horario u opuesto) que encierren el punto singular
coincide. Elegimos la circunferencia C' de ecuacién (2 —1)? + (2y —1)? = 1, recorrida en sentido positivo;
entonces:

/ F-ds= / F.-ds= / 2y — 1)dz + (—2z + 1)dy = —4 // dxdy = —4A(int C),
r c c int C

La circunferencia C tiene radio 1/2 por tanto encierra un area igual a 7/4, se concluye que la circulacién

pedida es
/ F .ds=—m.
r
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La integral de linea a lo largo de la circunferencia también puede calcularse directamente, parametrizamos
asi:

2x — 1 =cost, 2y—1=sent, 0<t<2m,
de esta forma el sentido de recorrido es antihorario. las componentes del vector tangente son:
22/ (t) = —sent, 2y'(t) = cost

y por tanto la integral queda:

1 27
/ (2y — 1)dz + (=22 + 1)dy = 3 / (—sen®t — cost) dt = —.
c 0
Para la realizacion del ejercicio no es necesario identificar la curva, si bien es conveniente cerciorarse
de que es cerrada y simple. Es facil estudiarla si se representa en coordenadas polares, p?> = 2sen 26,
0 <0 < 7/2: es un 16bulo de lemniscata simétrico respecto de la bisectriz (Figura 3).

Y curva I~ Y curva C~
F /7 , 7

7/
7

Figura 3: Arco de curva I' = (22 + y?)? = 4zy, x,y > 0 y circunferencia C

2. Denotemos por I'y la rama de I' situada en = > y de origen (0,0) y extremo final (1,1). La igualdad
probada en (14) nos permite asegurar que F' es conservativo en abiertos del plano simplemente conexos
y que excluyan (1/2,1/2). En estas condiciones la circulacién es independiente del camino y podemos
sustituir Iy por una linea poligonal P formada por los segmentos parametrizados r1,72 : [0,1] — R?
definidos por 71(t) = (¢,0) y r2(t) = (1,1).

/ PdJ;—i—Qdy:/de—i-Qdy
To P

1 1 1
~1
:/0 P(t,O)dt—i—/O Q(l,t)dt=2/0 mdt

Hacemos el cambio u =2t — 1, du = 2dt, t € [0,1] = u € [-1,1],

1
du 1 T T
:_/1u2—+1 =—2arctgu|0:—212—§.
Concluimos que

T
F.ds=——.
To 2

Alternativamente, puede calcularse un potencial escalar que sea valido en un conjunto simplemente conexo
que excluya el punto (1/2,1/2). Para facilitar la descripcién de dicho potencial vamos a excluir también
del dominio el punto (1/2,0).
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Integremos P(x,y), primera componente de F, respecto de x:

1 2
Ulz,y) = 5 arc tg 2; —3 + K(y). (15)
Si derivamos respecto de y obtenemos
oU(z,y)

oy~ Q@)+ K'(y)
por tanto K es constante. Este potencial es valido siempre que 2y — 1 # 0; es decir, en cada uno de los dos
semiplanos en los cuales la recta 2y — 1 = 0 separa el plano. Necesitamos atravesar la recta ya que cada
uno de los puntos que queremos unir estd a un lado, (0,0) estd en 2y —1 <0y (1,1) estd en 2y — 1 > 0.
El potencial que buscamos tiene que ser continuo, escogemos (15) con K =0 en y < 1/2 y lo extendemos
con continuidad. Si 2z —1 > 0e y — 1/27 se tiene U(z,1/27) = —7/4, entonces para y > 1/2 tenemos
que escoger una constante C' de forma que U sea continuo:

1 20 — 1 1
U(z,y) = - arct C,y> -
(z,y) parctey —3+Cy>3
Tomamos el limite cuando 2z — 1 > 0 para y — 1/2% y se tiene U(x,1/2%) = 7/4 + C, por tanto para
que haya continuidad tenemos que elegir C' = —7 /2. En definitiva:
Lo 2w o1
5 arcig o —1’ Yy<g3
U(.’E,y) -
1 ¢ r—1 = 51 !

Con ayuda de este potencial,

™ ™ ™
Fd :Ull—UOOZ ————— = ——.
To y (1,1) (0,0) 8 2 8 2

La afirmacién

La circulacion de G de v a w es independiente del camino, siempre y cuando este esté contenido en
D.
es obviamente falsa ya que el campo puede no ser conservativo en todo su dominio. Sirve como contraejem-
plo tomar G = F las curvas que unen v = (0,0) y w = (1,1) por cada una de las ramas de lemniscata;
llamemos I'y a la rama que une dichos puntos por encima de la bisectriz,entonces I' = I'o UT'|,

—ﬂ:/F~ds: F-ds+ F -ds
r Ty ry

0 T

:———/ F.-ds= F.-ds=—.

2 I, r 2
Observacion: La falsedad de la afirmacién no se demuestra argumentando que se carece de condiciones
suficientes; ese argumento sirve para conjeturar la falsedad que se comprueba de forma fehaciente dando
un contraejemplo. Para que dicho contraejemplo sea correcto hay que dar un campo G que cumpla (13)
en su dominio D, que también ha de especificarse, los vectores v y w, dos caminos que los tengan por
extremos a lo largo de los cuales la circulacién de G sea distinta.
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Problema 2
a) Se pide calcular el volumen del dominio A C R? encerrado por la superficie ¥ de ecuacién:
y? 422 = (1—2%)3.
b) Dado el campo vectorial

a: + 22
(22 + 2y% + 3z2)3/2

z

(22 + 2y% + 322)

Yy
(22 + 2y% + 322)

F =

2 .
3/2+3y 7+ 3/2+5z k,

se pide calcular su flujo a través de la superficie ¥ orientada por el vector normal saliente.

Respuesta:

a) Se considera la curva I' de ecuacién y? = (1 — 2%)? en el semiplano y > 0 (Figura 4).

Figura 4: Curva y*> = (1 — 22)3 en el semiplano y > 0

La superficie ¥ se genera (Figura 5) al hacer girar I' una vuelta completa en torno al eje OX.
Despejamos = en la regién z > 0:

1—332:y2/3 = z=1-y

El volumen engendrado es

' ! —sendt =
V(A):2.27T/ yx(y)dy:zlr;r/ IR dy (dy sen )
0 0

y = 3sen’tcostdt

/2 /2
= 47r/ sen® tcost 3sen? tcostdt = 127?/ sen® ¢ cos? t dt
0 0

:67TB<3, §) - Wﬁzwﬂ_wﬂ

1

2 —_
2 SIp(1y
22 2

METODO ALTERNATIVO.

Podemos también calcular el volumen integrando “por rodajas”. Sea Ay la seccién obtenida cortando
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Figura 5: Superficie de ecuacién (z2 — 1) +y? + 22 =0

el dominio A por el plano z = A € [—1, 1]. Utilizando la simetria respecto del plano x = 0 se tiene

1
V(A):2//Adxdydz:2/0 dx/A dydz
S

1
= 2/ Area(A,)dz = 27r/ (1—2%)3dx
0 0
1

:27r/ (1—3x2+3x4—x6)dm:27r[x—x +—=—-=
0

5 71
3 1 327
=2r(l—-14-—-—=)=—
m ( *5 7) 35
b) Para simplificar notaciones, hacemos:
n = (2% 4 2y% + 322)1/2.
Se tiene:
/- < _z on _ 2y on _ 3z
or (224292 +322)1/2 g’ oy n’ 9z

Descomponemos el campo F' en la suma F = G + H siendo:

zi+yj+zk
(22 + 2y2 + 322)3/2

G =Pi+Qj+ Rk := H = 2%+ 3y%j + 5zk.

Calculamos:
oP 0@ OR
or OJy 0Oz
1
= — (n® = 32n+1° — 6y°n+n® — 927n)

n
1 3 2y _
E(Z’m —3m°)=0.

divG =

Sea S la superficie del elipsoide dado por z? + 232 + 322 = 1 y sea E el dominio encerrado por S.
Como G es solenoidal y tiene un uinico punto singular en el origen, su flujo a través de la superficie
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coincide con el flujo a través de S, orientadas ambas por el vector normal saliente, luego:

‘1’1::/ G-do-:/ G~do-:// (xi +yj + zk) - do
s+ S+ S+

(va que el denominador de G es igual a 1 en todo punto de S)

/// div( xz+y_7+zk) dxdydz—?)/// dxdydz:3V(E):3§7r%: 2”;/6.

Por otra parte,

= // H -do = // (2% + 3y*j + 52k) -do = // div(2?i 4 3y?j + 5zk) dedydz
=+ S+ A
= /// (22 4+ 6y + 5) dedydz = 2/// xdxdydz +6 /// ydrdydz 45 // dadydz
A A A A
-0 =0

327 32w
=5V(A) =5 — = —
(4) 3% =

donde hemos usado que la integral triple de x es nula por ser el integrando impar en = y el dominio A
simétrico respecto del plano x = 0. Analogo razonamiento sirve para la integral triple de y. Por tanto,

2 2
@::/ F-da:/ G-da+/ H . do =0+, = /G | 32
o+ s+ s+ 3 7
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