Examen Final de Métodos Matematicos de la Especialidad. (Técnicas Energéticas)
8 de Junio de 2018

1) Sea f (z) = 2*> — x, con z € [0,1]. Calcular los polinomios de interpolaciéon de Lagrange
de grados 1, 2 y 3 para la funcion f. Calcular sus errores respectivos.

2) Escribir la formula y el algoritmo en forma de seudocddigo para calcular mediante la
regla de Simpson compuesta la integral
5
| s,
0

donde f (x) =1 — e V®. El intervalo [0,5] se divide en N E subintervalos de anchura variable.

3.1) Definir un mallado regular cuasi uniforme de elementos finitos.

3.2) Enumerarlas estructuras de datos mas importantes que describen un mallado de ele-
mentos finitos y explicar brevemente el papel que juega cada una de ellas en el desarrollo de
los calculos de las soluciones de los problemas.

3.3) Comentar brevemente la importancia del elemento de referencia en la técnica de ele-
mentos finitos. Ilustrar vuestros comentarios con ejemplos.

4) Dado un dominio D C R? con frontera 9D poligonal, se considera el problema:

{ —div (k (z) Vu) + b (z) - Vu+c(x)u = f, en D; feL*(D)
ulop, =0, —k(z)Vu-nlop,= g2 (), —k(2)Vu-n+a(r)(u(r)—u)lop,= gs (ﬂf)(» |
1

donde el vector b (x) = (by (x),bs (7)) ¥ up es una constante.

Se pide:

4.1) Decir las condiciones que k (z) b (x) y ¢(x) han de cumplir para que la solucion débil
exista y sea unica.

4.2) Escribir la formulacion de la solucion débil (formulacion variacional) de (1).

4.3) Escribir la formulacion de la solucion de elementos finitos de (1) (suponer que el mallado
es triangular quedando a vuestra eleccion el grado de los polinomios).

4.4) Escribir la formulacion matricial de la solucién de elementos finitos y decir como se
calculan las matrices y los vectores que aparecen en dicha féormula.

5) Dado el problema parabolico

g_?—kAu—O, en D x (0,7), DCR?

u(z,0)=v(z), VreD,
u(z,t) lap=0.

Razonar matematicamente como es la solucion débil u (x,t) cuando ¢ — oo.
Sugerencia. Utilizar la desigualdad de Poincaré

Wl < ClIVoll v e Hy (D),



donde ||a|| indica la norma L2 (D) de la funcion a € L2 (D), i.e., ||a||* = [, |a|” dD, siendo || el
modulo si la funcion a es un campo vectorial y el valor absoluto si la funcién es un campo escalar.

Solucién:
1) Puesto que la funcion f es un polinomio de grado 2, el polinomio de interpolacion de
grado 2y 3, po () vy ps (), coinciden con f:
p2(z) =p3(x) = z? — Z,

y por tanto, en estos dos casos el error es nulo.
Para calcular el polinomio de interpolaciéon de grado 1, utilizando los nodos de interpolacion
oV X1, utilizamos el polinomio de interpolacién de Newton:

p1(z) = ag+ a1 (x — xp) .
Para calcular los coeficiones ag y ay, evaluamos p; en xg y x1:
pi (o) = ag=axf— o,
pi(z1) = ao+ a1 (21— m0) = af — a1,
y resolvemos el sistema: ag = 3 — x9, a; = 1 + zo — 1. Por tanto,
p(z) = x5 — 20+ (01 + 70— 1) (¥ — 20) = 75 — T9 — ToT1 — T + 70+ (71 + 70— 1)
= (x1+x0— 1) — 2027.

Observar que para el caso particular de o = 0 y 21 = 1 obtenemos p; () = 0.
En cuanto al error en este caso, sabemos que

f(@) =pi(z) + By (),

B (z) = (z - 5‘;0)2(‘6 — ) (), e elo].

Como f” (x) = 2, tenemos que

Ey(z) = (x — x0) (x — x1) .

2) Se divide el intervalo [0, 5] en N E subintervalos de anchura variable, con h; el ancho de
cada subintervalo, 1 < i < NFE, y definimos {xl}fiVOE de tal manera que el intervalo i—ésimo
queda definido por [x9; o, zy] (en particular 2o = 0y 2ong = 5) ¥y X9i-1 = %(.1321 + 9 2), ¥y
por tanto h; = x9; — X9;_o. Una vez definidos los nodos de integracion y los subintervalos, la

regla de Simpson compuesta es:

5 NE

f(z)dr ~ Z % (f (wi—2) +4f (w25-1) + [ (22:)) -

0 i=1

El seudocodigo seria:



1. Definir los subintervalos mediante los nodos de integracion xg, xo, 24, . . ., Toy-

2. Definir los puntos medios de cada subintervalo: x9;_1 = % (Toi—2 + x9;), 1 <i < NE.
3. Definir el ancho de cada subintervalo: h; = x9; — T9;_9, 1 <1 < NE.

4. Evaluar la funcién f en los nodos de integracion: y; = f (z;), 0 <i < 2NE.

5. Inicializar I = 0.

6. Parat=1,2,..., NE, hacer

hi
=1+ 3 (Yoi—2 + 4Yai1 + Yo;) -

3.1)
3.2)
3.3) En la teorfa del curso.

4.1)
4.2) Escribimos primero la formulacién variacional del problema. Para ello definimos el

espacio V = {v € H' (Q) : v |spp,= 0}, que es un espacio de Hilbert con la norma de H' (D).
Asi, siv eV,

/va = /D—div(k:Vu)v—l—/D(b~Vu)v—|—/Dcuv
_ /DkVu-Vv—/éaD(kVu-n)v—i—/D(b-Vu)v—i—/Dcuv
= /DkVu-Ver/aDQngJr/aDS(gS—a(u—uo))v+/l)(b-Vu)v+/Dcuv,

donde hemos integrado por partes y aplicado las condiciones de contorno. Por tanto, reagru-
pando términos tenemos que

/ kVu'Vv—l—/ (b - Vu) v—i—/ cuv—/ auv :/ fv—/ ggv—/ (g5 + aug)v  Yv eV,
D D D dDs3 D D D5

que es la formulacion variacional del problema.
Para estudiar si existe solucion débil del problema, primero definimos la forma bilineal
a:V xV — Ry laaplicaciéon lineal L : V' — R dadas por:

a(u,v) = /kVu-Vv+/(b-Vu)v+/cuv—/ auv,
D D D oDs

L(v) = /[)fv—[9D292U—/aD3(93+auo)U,



e intentamos ver que condiciones han de verificar las funciones k, b y ¢ para que exista una
unica solucién del problema: encontrar u € V' tal que

a(u,v) =L (v) YoeV

(solucion débil del problema).

Para ello, buscamos que a y L verifiquen las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram: L debe
ser lineal y continua y a debe ser bilineal, continua y coercitiva. Es trivial que L es lineal y a
bilineal. Estudiamos la continuidad de L:

IL(v)] < ||f||L2(D) HU||L2(D) + Hg||L2(8D) ||U||L2(3D) < Hf”L?(D) HUHHl(D) +C HQHL2(8D) ||UHH1(D)
(17 20) + C M9l 2o ) Nl

IN

donde ¢ es la funcién definida sobre 0D que toma el valor de g, sobre 9Ds, g3 + auy sobre
0Ds y es nula en el resto de la frontera de D. Observar que hemos aplicado la continuidad del
operador traza (con C constante de continuidad) para obtener esta desigualdad que implica la
continuidad de L.

Para la continuidad de a se procede de forma anéloga:

ja(u,v)| < ||k7||L°o(D) ||VU||L2(D) ||VU||L2(D) + ||b||L°°(D) ||VU||L2(D) ||U||L2(D)

+ ||C”L°°(D) ||u|lL2(D) HU||L2(D) + HaHLOO(D) ||u||L2(8D3) HU”L2(aD3)

IN

HkHLOO(D) ”uHHl(D) HUHHl(D) + HbHLoo(D) HUHHl(D) HUHH1(D)

Hlell oo oy el oy 101y + C* el oo oy Itll 11y 1101211 )
= <Hkl|L°°(D) + 1Bl ooy + llell oo () + C? HO‘HLoo(D)> el gy 101 e oy -

Por ltimo, estudiamos las coercitividad de a:

a(u,u) = /k|Vu|2+/(b-Vu)u+/c|u|2—/ o |ul®
D D D D3

2
= BulIVullzapy = 1Bl oo oy IVl 2y l[ull p2(p)
2 2
82 [ullz2(py = el oo opg) 1l T2(ams) -

donde suponemos que (i y [ son constantes positivas que verifican que k(zx) > f; > 0y
c¢(x) > [y > 0 para todo € D. Si ahora aplicamos la desigualdad xy < %xz + %yQ y la
continuidad del operador traza,

2 1 2 2
alu) = B IVultam) = 5 1Bl (IVul200) + Il
2 2
+B2 [[ullz2(py = C llevll oo apg) 1l ()
1 2 1 2
= (b — 2 HbHLoo(D) HVUHLQ(D) + | P — 2 ”bHLoo(D) HUHLQ(D)
—C ||04||Lo<>(8D3) ||U||12L[1(D) )

4



es decir, si § = min {51 - % ||b||L°°(D) B2 — % HbHLOO(D)}J

2 2 2
a(u,u) = B|Vullpepy + Bllullizpy — Cllal Lo @pg) 1ullmp

= (8= Cllallyony)) Nl o

Por tanto, si k, b y ¢ son tales que la constante §—C HO‘HLoo(apg) > 0, entonces a es coercitiva
y podemos aplicar el Teorema de Lax-Milgram que nos garantiza la existencia y unicidad de la
solucion débil del problema.

4.3) Formulacion por elementos finitos.

(i) Mallado y elementos con sus propiedades.

(ii) Espacios de elementos finitos:

Vi = {UhEO(D):Uh‘TjEPm(E)a 1§]§Ne}7
Vio = VanV,

es decir, los elementos de V}o se anulan sobre dD;. Todo elemento de Vj,, es de la forma

M-NC

Up = Z Vigs, (2)
i=1

donde NC es el nimero de nodos en la frontera D1 y M es el nimero de nodos del mallado.
(iii) Hallar uy, € Vi tal que

a (uh, Uh) =L (Uh) Yy, € Vi (3)

4.4) Sustituyendo uy, y v, dado por (2) en (3) se obtiene:

M—-NC

3 ( S ki - Vo, + [, (b-V) b + [ chid; — [y, a@@) = [ 1o,
=1
~ fon, 9205 = [y, (93 + aug) é;, 1< j <M — NC.

Esta expresion se puede escribir de forma matricial como
AU = F

donde A es una matriz cuadrada no simétrica cuyos coeficientes son de la forma:

o= [ 190090+ [ 0-909 0+ [ cow,— [ ad,

y el vector columna F' tiene por coeficientes

Fj:/[)fd)j—/amgzd)j—/wg) (g3 + aug) ¢;.

>



5) Multiplicando por u la ecuacion diferencial e integrando se obtiene que

%u—k/uAu:O.
ot D

Integrando por partes el lado derecho de la ecuacién y haciendo uso de la igualdad 2 S 4 (y?) =
9uy, resulta que
1d
=—k
ST u / |Vu|

ot
1d )
S @I = =k [V @)

Aplicando la desigualdad de Poincaré, dado que las condiciones de contorno son Dirichlet
homogéneas, se obtiene que

o lo que es lo mismo,

d _
S O < —26C2 [lu 0))

De aqui y de la condici6én inicial, es inmediato que
lu @) < o]l e,

donde a = kC?. Por tanto,
tlim |lu(t)|| =0,
—00

lo que implica que la funcién u (z,t) tiende a la funcién nula cuando ¢t — oo.



