Examen Final de Métodos Matematicos de la Especialidad. (Técnicas Energéticas)
3 de Julio de 2017

1.a) ;Por qué la interpolacion de Lagrange no es buena para polinomios de alto grado?
Poner algtin ejemplo y comentarlo.
1.b) ;Qué métodos existen para paliar ese problema? Dar ejemplos y comentarlos.

2) Demostrar que la regla de cuadratura en triangulos T’

T

% (f (@12) + f (az3) + f (a31))

donde a;; denota el punto medio del lado a;a;, es exacta para polinomios de grado < 2. Suge-
rencia: ayudaros del elemento de referencia.

3.1) Calcular la matrices elementales que se generan cuando se resuelve el problema
~Au+u=f en D CR?
u |aD= 0,

por elementos finitos lineales.
3.2) Organizacion modular de un programa de elementos finitos para problemas estaciona-
rios.

4) Dado el problema
%%:mm,enDcR%t>&

u(x,t) lap=0, parat >0,
u(z,0)=v(x), xe€D,

siendo k > 0 una constante, demostrar que
lu @) < [lvff e,

donde ||-]| denota la norma L? de la funcion, i.e.,

HMWz(éﬁ@ﬁﬂOw.

Solucién:
1.a)
1.b) En la teoria del curso.

2) Sea T el triangulo de referencia, definimos el cambio de variable Fy : T —T

’ :F_l : :B T + X1 : . d B: To —T1 T3 — X1 :
(#.y) = Fr (1) (S) <y1 SIenee Yo— 1 Ys— U

1



T — T
oy 42T ) Fr "
asi,
/Tf (x,y) dedy = /Tf(r, s) |Jr|drds, (1)
donde

92 —X1 X3 — T

J
|l = Yo — U1 Ys— U

:2‘T|7

con |T'| denotando el area de T.
Para demostrar que la regla de cuadratura es exacta para polinomios de grado < 2 calcu-
lamos los valores exactos y los que nos da la regla de cuadratura para las siguientes funciones:

fi(r,s) =1, fo(r,s) =7, f3(r,s) =s, fa(r,s) =12 fs(r,s) =2y fe(r,s) = rs, pues estas
funciones forrnan una base del espacio vectorial de los polinomios de grado < 2 en T. Asi,
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mientras que

T T

~ (1 ~ (1 A 1 1
3 N §>0>+f1 (§>—>+f1 0,35 = 33=73
T T

- (1 - (1 . 1 1
3 f2 §>0>+f2 (§>—>+f2 075 = 3 T
T T

~ (1 ~ (1 A 1 1
3 <f3 (570) + f3 (57 —> + f3 (07 5) = 3 T



Ty o oY i (PN (o 1)) - Tlv
3 U\ 2 272 72 T 32 12
T T

. (1 (1 1\ .1 1 1
?(5(570)”5(5’5)”5(05)) T 3271
T T

. (1 ~ (11 . 1 1 1
3 <f6 (570) + fo (57 5) + Jo (07 5)) = 31T o

donde hemos utilizado que los puntos medios de los lados en el tridngulo de referencia son
(%, O), (%, %) y (O, %) Puesto que los valores coinciden, debido a la linealidad de la integral y
de la formula de cuadréitura, ésta es exacta para cualquier polinomio de grado < 2 en T y por
(1) en T.

Si ademas quisiéramos probar que la formula de cuadratura no es exacta para polinomios
de grado mayor que 2, bastaria con encontrar un polinomio de grado 3 para el cual la formula

de cuadratura no fuera exacta: dada f(r, s) =13,

1 pl-s 1p,471-s 1 1

1 1 1 1
/ ridrds = / / ridrds = / [7’_] ds = —/ (1—s)'ds == [—— (1— 3)5} = —
7 o Jo o L4], 4 Jo 41 5 o 20

mientras que

T al ~(1 1 A 1 Tl 1
S (7(E0)+ (z2)+(03) - Fi-=

3.1) La formulacion de elementos finitos de la formulacion variacional del problema conduce
a un sistema lineal simétrico de ecuaciones

Au="f,

donde A es la matriz global del sistema que se obtiene ensamblando las siguientes matrices
elementales:

s — /v¢§”v¢§”, 1<i,j<3,
T

)

I = /¢§T’¢§T), 1<i,j<3,
T

donde T' es un tridangulo cualquiera de la malla y {@(T)}? son las funciones base elementales
definidas en el tridngulo Ty que en este caso son polinorZrTilos lineales.

El ejercicio pide el célculo de los coeficientes sng) y lz(jT) (necesarios para ensamblar la matriz
A). Para calcular estos coeficientes es aconsejable hacer el cambio de variable del ejercicio 2
al elemento de referencia 7. De esta forma, tenemos que ¢§T) (z,y) = i (r,s) para (z,y) € T,



. .13
(r,s) € T, siendo {)\,} las funciones base locales para polinomios de grado < 1 definidas en

=1

T. Estas funciones vienen dadas por

Introduciendo el cambio de coordenadas sabemos que

96," oA
v - | o | -5 & | -5
dy 0s

donde BT = (B™))" y B como en el ejercicio 2.
Utilizando las expresiones de las funciones \;, tenemos que

Vel = B—T( - )
v = B-T( ! )
0
= o (),
Con todos estos preparativos, estamos en condiciones de calcular los coeficientes s y l” n,
S = [ vdve ~ 1 / BIVA) - (BTVA). 1sig<s,
T

Damos las expresiones de estos coeficientes:

o = a0 era] o = 11
s = gl relcrdl=s’ D _ @:39’
' = ‘ﬁ[ ba+b)+d(c+d)]=si, iy = %:39,
sn = 4|1T{ [a* + 7, - e
sy =~y lab e = st I = %—l3§)’
= e, W=



donde los coeficientes a, b, ¢, d corresponden a los coeficientes de la matriz B:

del ejercicio 2.
3.2) En la teorfa del curso.

4) Multiplicando por u la ecuacion diferencial e integrando se obtiene que

@u: k/ uAu.
p Ot D

Integrando por partes el lado derecho de la ecuacién y haciendo uso de la igualdad %% (u?) =

9uy, resulta que

ot 14
—— | W=k | |Vul]?,
o lo que es lo mismo,
1d

“—u@®)|? = —k || Vu ()]

S (@) = =k [ Vu @)

Aplicando la desigualdad de Poincaré, dado que las condiciones de contorno son Dirichlet
homogéneas, se obtiene que

d
Z DI < =2kC lu ()],

con C' = cte. De aqui y de la condicion inicial, es inmediato que

lu (O < [lvll e,

donde oo = kC.



